XXXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
PRIMEIRA FASE - NIVEL 3 (Ensino Médio)

GABARITO
GABARITO NIVEL 3
1) B 6) E 11) C 16) C 21)C
2)C 7)B 12) A 17) B 22) A
3)D 8)B 13) D 18) E 23)C
4)D 9)C 14) C 19) B 24) B
5)D 10) E 15) C 20) E 25)C

e Cada questao da Primeira Fase vale 1 ponto. (Total de pontos no Nivel 3 = 25 pontos).
e Aguarde a publicacao da Nota de Corte de promogao a Segunda Fase no site:
www.obm.org.br

1. (B) Seja XYZ um numero de trés digitos que detona 314. Devemos ter X=4,5,6,7,80u9; Y =2,
3,..,9eZ=5,6,7, 8 ou 9. Portanto, temos 6 opgdes para o primeiro digito, 8 para o segundo e 5
para o terceiro. Ou seja 6xX8x5=240.

4 4 . . .
2. (C) Como 15m = 20n < ﬁz; e a fraglo 3 ¢ irredutivel, m = 4k e n = 3k, k inteiro positivo.
n

Assim, mn = 12k?, que é multiplo de 12. Tomando k = 1, verificamos que as demais alternativas sdo
incorretas.

3.(D) Temos x* =x+3 e x-x’ =x(x+3) o x> =x> +3x=(x+3)+3x=4x+3.

4. (D) O angulo entre as retas AC e BD ¢ 90 graus. Como B’D’ foi obtido a partir de uma rotagdo de
25 graus de BD, o angulo entre as AC e B’D’ € 25 graus menor, sendo igual a 90 — 25 = 65 graus.

5. (D) Um dos cinco numeros ¢ divisor da soma dos outros quatro se, ¢ somente se, ¢ divisor da soma
dos cinco niimeros. Tal soma € 20 + 24 + 28 + 38 + 42 = 152 = 4-38, que ¢ divisivel por 38.

6. (E) As seguintes situagdes podem ocorrer para que Agilulfo ndo fique de castigo:

e Agilulfo volta depois da escola com uma adverténcia e sua mée ndo esta em casa;

e Agilulfo volta depois da escola sem adverténcia e sua mée néo estd em casa;

e Agilulfo volta depois da escola sem adverténcia e sua mie esta em casa;
Com isso, Agilulfo pode tanto ter recebido como ndo ter recebido adverténcia e sua méae pode estar ou
ndo estar em casa, de modo que nenhuma das afirmagdes nas alternativas A a D € certamente
verdadeira.

7. (B) Diremos que uma casa ataca outra se elas estiverem na mesma linha, coluna ou diagonal do
tabuleiro.

Em um tabuleiro 2x2 duas casas quaisquer se atacam, de modo que ndo é possivel colocar 2 pecas
que ndo se ataquem no tabuleiro.

Em um tabuleiro 3x3, cada casa do canto ataca outras 6, sobrando somente 2 casas que estdo na
mesma diagonal; portanto, se colocarmos pe¢a em uma das casas do canto ndo é possivel colocar as
outras duas. Todavia, ndo ¢ possivel colocar 3 pecas sem que duas se ataquem se ndo for permitido
escolher casas do canto:
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A figura a seguir exibe uma possibilidade para n = 4.

8. (B) Temos LALK =180"-~/KLM —/BLM =180°-90° —ZBLM =90° — ZBLM = Z/BML
ambos os angulos £ZKAL e ZLBM sdo retos, de modo que os tridngulos KAL e LBM sdo
congruentes. Portanto, sendo x = AK, AL =4 —x, LB=x ¢ BM= AL =4 — x. Logo a area do trapézio

AKMB & igual a AK;BM A==

-4 =28 e, consequentemente, a area de CDKM ¢ 4 8=

8.
9.(0)
Possivel caminho: BADBCD
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10. (E) Entre 12h ¢ 12h30min, o dngulo entre os ponteiros cresce continuamente. Como o angulo
. . . 20 ., o A
formado entre os ponteiros s 12h25min ¢ menor do que 5-30 —6—'30 =140°, o angulo entre os

ponteiros formam 145 graus pela primeira vez apos as 12h25min.
30°

11. (C) Sendo n=2% p/ p$> ... p{* a fatoragio candnica de n, temos 2n=2"p p$> ... p2* . Assim,
a quantidade de divisores positivos de n é (o +1)(¢; +1)(r, +1)...(¢x, +1) e a quantidade de divisores
positivos de 2n ¢ (a+1+1) (e, +1)(o, +1)...(a; +1) . Essa quantidade ¢ o dobro da anterior quando

XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica — Primeira Fase — Gabarito — Nivel 3 3
www.obm.org.br



(o +2)(o, +D(ay +1)...(o, +1) =2(x +1)(0, +D)(0, +1)... (@, +D) S o +2=2(x+]) & a=0. Isso
quer dizer que » ndo tem fatores 2, ou seja, n é impar.

5-4 . .
12. (A) Ha (2J= - =10 maneiras de escolher os livros que serdo guardados onde estavam antes.

Os trés demais livros, que denominaremos A, B, C, na ordem em que estavam antes, podem ser
guardados na ordem BCA ou CAB. Assim, ha 10-2 =20 possibilidades para Esmeralda guardar seus
livros sobre heraldica.

13. (D) Apds completas a tabela, teremos quatro 1’s em cada linha. Como temos 18 linhas, teremos
18x4 =72 1’s em toda a tabela.

) . . 72 ,
Se a quantidade de 1’s ¢ a mesma em cada coluna, e temos seis colunas, teremos Z=12 1’s por

coluna.

14. (C) Tomando x — 21 no lugar de x, obtemos fix —21)=flx) =fix—21 + 12)=fix—9) =Ax -9+
12) = fix + 3). Assim, f2009) = 2006) = ... =f(5) =A2) =2.

15. (C) Como o quadrilatero ABCE ¢ inscritivel, ZDEC = ZDBA . Sendo AB um didmetro, o dngulo
ZACB é reto, de modo que AC ¢ altura e mediana do tridngulo 4BD. Portanto ABD ¢ isosceles com

180° — ZBAD 180" —72°

AB=AD e ZABD = =54". Assim, ZDEC =54".

16. (C) Temos 2x* —12xy+ky* =2(x—3y)* + (k—18)y”. Assim, se k >18 entdo 2x* — 12xy + ky* >
0 para todos x, y reais. Além disso, tomando x = 3y > 0, para k < 18 obtemos 2x* — 12xy + ky* < 0.
Logo o menor valor de & ¢ 18.

17. (B) Para obtermos a maior diferenca possivel devemos tomar o maior € 0 menor primo cuja soma
seja 126. Como 123 = 341, 121=11*,119=7-17,115=5-23, tal representa¢io ¢ 113 + 13, cuja
diferenca é 113 — 13 = 100.

18. (E) Um subconjunto ¢ superpar se, ¢ somente se, ndo contém dois numeros impares. Assim,
subconjuntos superpares contém no maximo um impar e, portanto, 10 + 1 = 11 niimeros.

19.(B) S, =1+2+3+...+10=55
S, =2+4+6+...+20=2(1+2+3+...+10) =28,
S§;=3+6+9+..+30=3(1+2+3+...+10) =35,

S0 =10+20+30+...+100=10(1+2+3 +...+10) =108,
Logo S, +S,+S,+..+ 8, =8, +28,+3S, +..+10S, =(1+2+3+..+10)S, =S, - S, = 55" =3025.

20. (E)
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Sejam O, e O, os centros de C; e C,, respectivamente. Os tridngulos O, PQ e O,RS sdo semelhantes,
. P or 3 .
assim Po =—_ == Além disso, os segmentos tangentes NP, NT e NR sdo congruentes e MN é
RS O,R 4
paralelo a PQ e RS. Assim, M ¢ N sdo pontos médios de OS e PR, respectivamente. Assim, MN é base
POTRS ) sim, Z_QZEZ MN _ MN

4 3350

M 3543 13

MNERS 3544 15

média do trapézio POSR, de modo que MN =

A razdo entre as areas dos trapézios MNPQ e MNRS, que tém alturas iguais, ¢

21. (C) Seja 2x a distancia entre as cidades, em quildmetros. Quando o carro mais rapido chega ao
ponto M, ele percorre x km e o mais lento, x — 96 km (situacdo 1).

X 96 x-96
1 > «——> <«
[ | | L J
| |
160 -
) I
4—
96

Quando o carro mais lento chega ao ponto M, ele percorre mais 96 km e o carro mais rapido mais 160
km.

Como as velocidades dos carros s@o constantes, x =9 = % < 5(x —96) =3x < 2x =480 km.
x

8

22. (A) Como 8" f(—l)gb fl’ a soma dos digitos de todos os nimeros que Agilulfo deve escrever é

congruente a 1 modulo 9. Portanto, quando Agilulfo obtiver um numero de um unico digito, ele vira
1.
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23. (C) Considere a quantidade de cubos no quadradinho central da vista de cima apresentada na
alternativa C. Esse € o unico do meio da vista da frente e portanto deve ter 1 cubo; esse é também o
unico do meio da vista da esquerda e portanto deve ter 2 cubos, o que nfo ¢é possivel. Entdo a vista de
cima ndo pode ser a que estd apresentada na alternativa C.

As figuras a seguir indicam possiveis quantidades de cubos em cada quadradinho da vista de cima das
demais alternativas.

g2 g2 g o=
A) 2[2]1 B) z[2 D) 2|2 E) 2[2]1
Innninnni T
frente frente frente frente

24. (B) A figura abaixo mostra todos os pontos amarelos, que sdo dois tridngulos de area

Mzi =144. Dessa forma, a area total é 288.

25. (C) Sejam (4B, AC, BC) a progressao aritmética, G o baricentro de ABC e [ o incentro de ABC.
Sejam também b = AC e r o inraio de ABC.

B

II\G

L M

r(b—t+b+b+1) 3br

A area de AGC ¢é um tergo da area de ABC, que ¢ igual a 5

. Assim, a area de

br AC- . . .
AGC é % = % Logo a altura relativa a G de AGC ¢ r e, portanto, as distdncias de / ¢ G a AC sdo

iguais, o que prova que G/ € paralelo a AC.

Sendo BL a bissetriz de £LABC e M o ponto médio de AC, temos AM =% e, pelo teorema das

. . AL AB b-t AL b—t AL b—t b—t .
bissetrizes, —=—= = = S—=——-S AL=——. Assim,
LC BC b+t AL+LC b—-t+b+t b 2b 2
AM—AL:Q_E:L.
2 2 2
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Os tridngulos BLM e BIG sdo semelhantes, assim, —G= BG _2 - IGzz-L =£.
LM BM 3 32 3
Outra solugdo: utilizando as notagdes da solugéo anterior, G = A-i-g;C e
[_(b—t)C+bB+(b+t)A_b(A+B+C)+t(A—C)_A+B+C+t~a _G+z~5i
b—t+b+b+t 3b 3 3b 3b
= |CA|
:>1—G:£<:Gl=ﬁ:>|(;l| th_tgr=t
3b 3b 3 3
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