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MULTIPLA ESCOLHA

NOTACOES

C : conjunto dos nimeros complexos.
Q : conjunto dos numeros racionais.
R : conjunto dos numeros reais.

Z : conjunto dos numeros inteiros.
N={0,1,2,3, ..}
N*={1,2,3,..}.

& : conjunto vazio.
A\B={xeA;x¢gB}
[a,b]={x e R,a<x<Db}.
Ja,b[={x e R,a<x<b;.
i : unidade imaginaria ; i
z=x+iy,x,y e R.

Z : conjugado do numero complexo z € C.
|z| : médulo do nimero complexo z € C.

=-1.

AB: segmento de reta unindo os pontos A e B.
m(AB) : medida (comprimento) de AB.

1. Considere os conjuntos S={0,2,4,6}, T={1,3,5}eU={0, 1} e
as afirmagdes:

. {0}eS e SNnU=J.

. 2)=cS\U e SNTnU={0, 1}.

lll. Existe uma fungdo f: S — T injetiva.

IV. Nenhuma fungéo g: T — S é sobrejetiva.
Entéo, é(séo) verdadeira(s):

a) apenas |. b) apenas IV.

d) apenas Il e lll. e)apenas lll e IV.

c) apenas | e IV.

SOLUGAO:

I.  Falsa, pois {0} = S e ndo {0} € S.

Il. Falsa, pois {2} c S\U,porémSNnTnU=g

Ill. Falsa, pois como n(S) > n(T) ndo é possivel fazer xi# Xz
= f(x1) # f(x2),Vx € S

IV. Verdadeira, pois como n(T) < n(S) sempre havera um elemento
de S sem correspondente em T, ou seja, o contra-dominio &
diferente da imagem.

ALTERNATIVA B

2. Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduiches,
7 xicaras de café e 1 pedago de torta totalizou R$ 31,50. Em outra
mesa, o consumo de 4 sanduiches, 10 xicaras de café e 1 pedago
de torta totalizou R$ 42,00. Entdo, o consumo de 1 sanduiche, 1
xicara de café e 1 pedaco de torta totaliza o valor de

a)R$ 17,50. b) R$ 16,50. c) R$ 12,50. d) R$ 10,50. e) R$ 9,50.

SOLUGAO:
Sejam s o prego do sanduiche, x o da xicara de café, t o do pedago
de torta. Entao:
Paraamesa 1, temos: 3s + 7x +t=31,50 ()
Para a mesa 2, temos: 4s + 10x + t=42,00 (II)
Fazendo 3:1 — 2.l temos: s + x + t = 10,50
ALTERNATIVA D

3. Uma circunferéncia passa pelos pontos A = (0, 2), B = (0, 8) e
C = (8, 8). Entao, o centro da circunferéncia e o valor de seu raio,
respectivamente, séo

a)(0,5)e6. b) (5,4)e 5. c)(4,8)e5,5.
d) (4,5) e 5. e) (4,6)eb.
SOLUGAO:

Como A=(0, 2)e B = (0, 8) ttm a mesma abscissa, e sabemos que
a mediatriz de AB (a reta y = 5) passa pelo centro da circunferéncia
D, temos que yp=5.

Como B = (0, 8) e C = (8, 8) ttm a mesma ordenada, e sabemos
que a mediatriz de BC (a reta x = 4) passa pelo centro da
circunferéncia D, temos que xp=4.

Assim, o centro da circunferéncia é D = (4, 5).

Para o raio temos:

r:‘/(XA ~xp P +(Ya-ypof = r=40-4P+(2-5 =r=5
ALTERNATIVA D
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4. Sobre o nimero x =47 — 4\/5 +\/§ é correto afirmar que:

a)x €10, 2[. c) ¥2x éirracional.
d) x2 é irracional.

b) x é racional.
e)x 12, 3.
SOLUGAO:

Como 7—4x/§:(2—«/§)2tem-se:
x:m+\/§© x=2-3+3=2

Logo, x é racional.

ALTERNATIVA B
5. Considere o tridangulo de vértices A, B e C, sendo D um ponto do
lado AB e E um ponto do lado AC. Se m(ﬁ) =8 cm,

m(AC)=10 cm, m(AD)=4 cm e m(AE)=6 cm, a razdo das
areas dos triangulos ADE e ABC é:

1 3 3 3 3

—. b) =. =, d) —. =z,
D5 )5 9% T ® 3
SOLUGAO:

A partir dos dados da questao temos a seguinte figura geométrica:

Logo, temos a razio entre as areas:
1

S por :§~AD-AE~senA: 4.6 :i
Sasc %-AB-AOsenA 0 10
ALTERNATIVA D

6. Em um tridngulo retangulo, a medida da mediana relativa a
hipotenusa é a média geométrica das medidas dos catetos. Entéo,
o valor do cosseno de um dos angulos do triangulo é igual a

a) & b)@. c)%\/2+\/§. d) %J4+\/§. e)%\/2+\/§.

5

SOLUGAO:

Como o tridngulo é retangulo, a medida da mediana relativa a
hipotenusa é igual a metade da medida da hipotenusa, isso
pode ser observado pela figura:

X
(04

b

Pelas condigdes do problema: x =+/ab
Por Pitagoras:
a’+b’=4x’ o a’ +b’=4ab

_4bim:b(2iﬁ)

oa’-4ab+b’=0c a= >

Considerando a > b, vem:

a=b(2+3)
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Portanto: SOLUGAO:
Sendo n o numero de lados da base do prisma, fazemos a soma
2 ’
L I vab = coso = vab _ Vb (2 + \/5) dos angulos das faces laterias mais a soma dos angulos das bases,
2x  2.ab +ab 2b 2b logo:

< cosa =%1/2+\/§

ALTERNATIVA C

7. A circunferéncia inscrita num tridngulo equilatero com lados de
6 cm de comprimento ¢ a interse¢cdo de uma esfera de raio igual a 4
cm com o plano do tridngulo. Ent&o, a distancia do centro da esfera
aos vértices do triangulo é (em cm)

a) 3v3. b) 6. ¢) 5. d) 4. e) 2¢5.

SOLUGAO:

Considere o tridangulo equilatero ABC, O o centro da circunferéncia
e O' o centro da esfera. Sendo 7 o lado do tridangulo:

103 2 13
———=43 e AO=——-—=2y3
3 2 [ 3 2 J—
Sendo O'H o raio da esfera, entdo:
O'H? = OH? + 007 & 47 = [{3f +007% &> 00'= 13
Utilizando o teorema de Pitdgoras em AO’AO:
OA*=00°+A0" & OA*=13 + 12

OH =

Logo, O’'A =5.
ALTERNATIVA C

8. Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridianos. Os
volumes das respectivas cunhas esféricas contidas em uma semi-
esfera formam uma progressdo aritmética de razdo
mr’ 3

. mr . .
E' Se o volume da menor cunha for igual a W entdo n é

igual a
a) 4. b) 3. c) 6. d) 5. e)7.

SOLUGAO:
Na P.A. dada tem-se
3 3
a, =~ R=IT eSn:gmr3
18 45 3
Aplicando a férmula da soma da P.A., tem-se:

Assim, simplificando a equagao acima, temos:

[1 n 1 ) 4
—4+—-—\|n==
9 45 45 3
Multiplicando ambos os membros da equagéo por 45, vem:
BG+n-1n=60=(n+4)n=60
Como a equacgéo acima admite 6 e —10 como raizes, chegamos
a conclusdo que a esfera é intersectada por 6 planos
meridionais.
ALTERNATIVA C

9. Considere um prisma regular em que a soma dos angulos
internos de todas as faces é 7200°. O ndmero de vértices deste
prisma € igual a

a) 11. b) 32. c) 10. d) 20. e) 22.

360°n + 2.[180°%(n — 2)] = 7200° = —720° + 720°n = 7200° = n = 11
Como o prisma & composto por duas bases de 11 lados, entdo seu
numero total de vértices é 22.

ALTERNATIVA E

10. Em relagédo a um sistema de eixos cartesiano ortogonal no
plano, trés vértices de um tetraedro regular sdo dados por

A=(0,0),B=(2,2)eC =(1—\/§,1+\/§).Ovolume do tetraedro é

a) § b) 3. c) ﬁ d) ﬂ e) 8.
3 2 2
SOLUGAO:
Desenhando a figura dada, temos:
A
y
Cc 1++/3
2 B
1-3 A 2 "
Calculo do lado do tetraedro:
AB=/= 242

Calculo do volume do tetraedro com base ABC:

Aplicando Pitagoras no triangulo VMB:
VB2 =MB?2 + WP o (V2] = (V2] +h?eh?=6
Aplicando Pitagoras no triangulo VMG:

2
VM? = MG? + VG? < h? :(%h] +H2 Hzg

2
= V:lAB ‘He Vzl-—[ ﬁ—4ﬁ = V:g
3 3 4 3 3

Logo o volume da piramide é 8/3.

ALTERNATIVA A

11. No desenvolvimento de (ax’ — 2bx + ¢ + 1)° obtém-se um
polindbmio p(x) cujos coeficientes somam 32. Se 0 e —1 s&o raizes
de p(x), entdo a somaa +b + c éigual a

1 1 3

- b) ——. - d) 1. 2.
a) > ) 2 c) 5 ) e) 5
SOLUGAO:

Seja p(x) = (ax® — 2bx + ¢ + 1)° e considerando a, b e ¢ reais, temos
que a soma dos coeficientes é dada por
p(1)=(@a—-2b+c+1)°=32

Entao:

a-2b+c+1=2=a-2b+c=1 h
Como 0 e —1 sao raizes, entao:
p(0)=c+1=0=>c=-1 (1

p-1)=a+2b+c+1=0=a+2b+c=-1 (nn
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De (1), (I) e (lll), temos:

a-2btc=1 3211
c=-1 = bz—E .'.a+b+c:—%
a+2b+c=-1

c=-1

OBSERVACAO: Caso os coeficientes a, b e ¢ fossem complexos
ndo reais, entdo na extracdo da raiz quinta da equagéo
(a—2b + ¢ + 1)° = 32, obteriamos 5 diferentes valores para a soma
a+b+c.

ALTERNATIVA A

12. O menor inteiro positivo n para o qual a diferenga «/H—\/n -1
fica menor que 0,01 é
a) 2499. b) 2501. c) 2500. d) 3600. e) 4900.

SOLUGAO:
Dada a inequagéo: «/ﬁ—\/n -1<0,01

Podemos reescreve-la como:

n-(n-1) _ 1 1 L~
— L < = ——— < —— =4Jn+4n-12100
Vn+vn-1 100 ~ Jn4+yn—1 100

Como sabemos que +/2500 =50, para a desigualdade ser
verdadeira devemos ter n > 2501.

ALTERNATIVA B
13. SejaD =R\ {1} e f: D —» D uma fungéo dada por
f(x) :X_H_
x—-1

Considere as afirmacgdes:
I. féinjetiva e sobrejetiva.
Il. fé injetiva, mas nao sobrejetiva.

. f(x)+f(lj =0, paratodox € D, x=0.
X

IV. f(x) - f(—x) = 1, para todo x € D.
Entao, sdo verdadeiras

a)apenas |l e lll. b) apenas l e IV. c) apenas Il e lll.
d)apenas |, lllelV. e)apenasll, lllelV.
SOLUGAO:

Analisando as afirmagoes:
I.  Verdadeira. Para saber se f & injetiva e sobrejetiva, basta
verificar se é bijetiva, entdo f deve possuir inversa:

1
f(x) = x+13 _fy)+1

x—-1 f(y)-1
Para f'(y) # 1:

iy =L
y-1

Encontramos entdo a inversa, que é igual a fungao original, e uma
vez que existe inversa, a fungao € bijetiva.
Il. Falsa. Ficou provado em (l) que f é bijetiva logo também é
sobrejetiva.
Ill. Verdadeiro. Calculando o resultado da soma tem-se:
x+1 1/x+1_x+1 (1+x)/x

x) + f(1/x) =
) ) = S 1 x—1 " (1—x)/x

IV. Falsa. Calculando o valor de f(-x) em x = -1 tem-se:
f(-x) = f(-(-1)) = f(1)
Porém, f(1) ndo existe, uma vez que x = 1 ndo esta no dominio de
f. Logo, ndo existe o produto P = f(x)-f(-x) para x = — 1, invalidando
a afirmagao pois o produto néo existe para todo xeD.
ALTERNATIVA A

14. O numero complexo 2 + i é raiz do polindbmio
f(x) =x* +x3 + px® + x + q,
com p, q € R. Entao, a alternativa que mais se aproxima da soma
das raizes reais de f é
a) 4. b) —4. c) 6. d) 5. e)-5.

O ELITE RESOLVE ITA 2005 — MATEMATICA
SOLUGAO:
Sejam x4, X2, X3 € X4 As raizes do polindbmio, entao:

X1=2+i e Xp=X,=2—i
Pelas relagdes de Girard:

b . .
X1+t Xo+t Xg+Xg= ——=—1=2+i+2—i+x3+X4=—1
a

= X3+tXx4 =—5
ALTERNATIVAE

15. Considere a equagao em x
ax+1 — b'l/x’
onde a e b sdo numeros reais positivos, taisqueInb=2Ina>0. A

soma das solugdes da equagao é
a) 0. b) —1. c)1. d)In2. e) 2.

SOLUGAO:
Dada a equacéo:
1

ax+1 _ b;
Aplicando In dos dois lados, temos:
(x + 1)Ina = lInb
X
Como, dado do enunciado, Inb = 2Ina > 0, podemos fazer:

(x+1)|na = lInb :(x+1)|na = l2Ina 3(x+1):E
X X X
= x2+x-2=0
Logo, a soma das raizes da equagéo é:
S= _T1 = S=-1
ALTERNATIVA B

16. O intervalo | ¢ R que contém todas as solugdes da inequagao

arctan 14X ; arotan =X > &
2 6
é
a)[-1, 4]. b) [-3, 1]. c)[-2, 3]. d) [0, 5]. e)[4, 6].
SOLUGAO:
Sabe-se que:
tan(a) + tan(b)

tan(a+b) =
1-tan(a)tan(b)
Aplicando a fungéo tangente a ambos os membros da inequagéo
dada, temos:

1+ X

- 1_
2 2

T

2
Logo:
1 1 4 1 P
> o> ———2>2— = X S4x/§—3
1_‘1—x2i 3 3+x2 3
4
A figura abaixo apresenta o conjunto solugdo dessa inequagao:

-~
¥

P T o T o W o B o B o Y o W Y 'Y
VVUUDU\I\{\{ r

Dos intervalos apresentados, o Unico que contém o intervalo
solugao é [-2;3].
ALTERNATIVA C
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17. Seja z € C com |z| = 1. Entdo, a expresséo assume

valor:

a) maior que 1, para todo w com |w| > 1.

b) menor que 1, para todo w com |w| < 1.

c) maior que 1, para todo w com w = z.

d) igual a 1, independente de w com w = z..
e) crescente para |w| crescente, com |w| < |z].

SOLUGAO:

Sabe-se quez-Z = |z|2.

Como |z|:1, entdo z-z=1.

Substituindo o resultado acima na expressao dada temos:
|1—E~w| :|z~2—2-w| :|E(z—w)| :|2| :|z| 4
Z—w | [ z=w | [zw)|

1-z-w
Z-w

Logo,

‘21,VWEC/W¢Z.

ALTERNATIVAD

18. O sistema linear

bx +y=1

by +z=1

X+bz=1
nao admite solugdo se e somente se o nimero real b for igual a
a)-1. b) 0. c)1. d) 2. e)-2.

SOLUGAO:
A condicdo necessaria para que o sistema linear nao admita
solugao é det = 0:

b 10
0 b 1=0=>b*+1=0=b=-1
10 b
Parab=-1
-Xx+y=1
-y+z=1
x—-z=1

Somando-se as trés equagdes, obtemos 0 = 3, que é um absurdo,
portanto verificando que o sistema ndo admite solugéo.
ALTERNATIVA A

19. Retiram-se 3 bolas de uma urna que contém 4 bolas verdes, 5
bolas azuis e 7 bolas brancas. Se P4 é a probabilidade de ndo sair
bola azul e P, é a probabilidade de todas as bolas sairem com a
mesma cor, entdo a alternativa que mais se aproxima de P4+P, é

a)0,21. b) 0,25. c) 0,28. d) 0,35. e) 0,40.

SOLUGAO:

Calculo de Pq:

Temos inicialmente 16 bolas na urna, sendo 11 ndo-azuis, tirando
as bolas sem reposicéo, a probabilidade P4 é dada por:

_11.10 9
"7 16 15 14
Calculo de Pa:
P,=V+A+B
Onde:
V = Probabilidade de serem todas verdes
A =Probabilidade de serem todas azuis
B = Probabilidade de serem todas brancas
Temos:
4 3 2 5 4 3 7 6 5
16 15 14° 16 15 14’ 16 15 14
Logo:

11.10-9+4-3-2+5-4.3+7-6-5

P1+P2=P1+V+A+B=
16-15-14

Pi+Py= %E 0,382
3360
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Das alternativas dadas, o valor que mais de aproxima é 0,40.
ALTERNATIVA E

20. A distancia focal e a excentricidade da elipse com centro na
origem e que passa pelos pontos (1, 0) e (0, -2) séo,
respectivamente,

ay\3e b)%e«/g. c)ﬁe

1
2 2 2
d)ﬁe@. e)Zﬁeg.

SOLUGAO:
Supondo que os eixos da elipse sdo paralelos aos eixos
cartesianos:

\

A

2
1ﬂ 1

(

-2

Equacgao da elipse:

+—=1
a? b2
Onde a é o semi-eixo maior e b € o semi-eixo menor.
Como (1, 0) e (0, — 2) pertencem a elipse; temos:

y2 X2
2

02 12

=1
32 b2 {8—2
_92)? 2 b=1
(2 0% _,
a? b?

Pelas relagbes geométricas, temos:

a2=b?+c?= JaZ -b% =\J4-1= c=+3

Onde c é a metade da distancia focal.
Sendo e a excentricidade da elipse e df a distancia focal, podemos
c
e =— e =
a

escrever.
V3
=

2
di =2¢ d; —23

OBSERVACAO: Caso os eixos da elipse ndo forem paralelos aos
eixos cartesianos, entao esta questao teria infinitas solugdes, pois
infinitas elipses satisfariam o enunciado.

ALTERNATIVA E

DISSERTATIVAS

As questdes dissertativas, numeradas de 21 a 30, devem ser
resolvidas e respondidas no caderno de solugoes.

21. Seja a4, ap, ... uma progressao aritmética infinita tal que

n
Dag = ny/2 + mn?, para n e N*
k=1

Determine o primeiro termo e a razdo da progressao.

SOLUGAO:
Para K= 1:

a; =vV2+m

® V2 :>a6=«/§+3n:>a6=a3+2n

a; +ag = 2\/E+4n

Temos também que:
as=az+3r
Logo:
az+3r=az;+2n = r=2n/3




ELITE

(19) 3251-1012

PRE-VESTIBULAR www.elitecampinas.com.br
O ELITE RESOLVE ITA 2005 — MATEMATICA
Temos: Tomando o determinante:
ar=az—2r det B = det [A-(A + 2B)] = det A-det (A +2B) =0
Logo: Pois B ¢é inversivel.

ar= V2 +1—2.2m3) = a = V2 — /3

22. Seja C a circunferéncia de centro na origem, passando pelo
ponto P = (3, 4). Se t é a reta tangente a C por P, determine a
circunferéncia C' de menor raio, com centro sobre o eixo x e
tangente simultaneamente a reta t e a circunferéncia C.

SOLUGAO:
Considere a figura:

(nd
3>/
L]

C

Equalgéo da reta OP: y = kx
Substituindo no ponto P: 4 = k-3

Logo: (OP)=vy :%x

~ . - -3
Equacgéo da reta t (perperndiculara OP ): y = TX +b
Substituindo no ponto P: 4 = _733 +b

25
Logo:b=—
g 4

Assim: A(O,Ej
4

25 25
X=" = X=—

Para y=0 (ponto B): 2 3

Logo: B (2—5 Oj.
3

Para determinarmos o raio da circunferéncia maior:
R?=3°+4°=>R?=25=R=5
Observando a semelhanca dos tridangulos AOBP e AO'P'B:

Alw

- 25
OP=BO:>§= 3 10 5 _ 8 10 .5
OP" BO' (25 J 3
—-5-r
3
Logo

X0 =R+r= xo.:% e yo=0

2
Assim, resulta a circunferéncia C': (x —%j +y? = %

23. Sejam A e B matrizes 2x2 tais que AB = BA e que satisfazem a
equacao matricial A> + 2AB — B = 0. Se B ¢ inversivel, mostre que
(@) AB™'=B'A eque (b)A éinversivel.

SOLUGAO:
a) Se B é inversivel entdo existe B, tal que
BB =1
Sendo AB = BA temos:
A=A A1=A<ABB'=A
< BAB'=A<B'BAB'=B"A
<1AB'=B"A<AB'=B"A

b) Resolvendo a equagéo:
A’+2AB-B=0=B=A’+2ABo
< B=A(A+2B)

Se det A-det (A + 2B) = 0, entdo det A = 0 e portanto A é inversivel.

24. Seja n o0 numero de lados de um poligono convexo. Se a soma
de n-1 angulos (internos) do poligono é 2004°, determine o
numero n de lados do poligono.

SOLUGAO:
A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é:
Si=(n-2)-180°
Pelo enunciado, temos:
Si=S+a=2004°+a

Onde S é a soma de (n — 1) angulos internos do poligono e a é
medida de um desses angulos.
Entéo:

180° (n — 2) = 2004° + a = a = 180°-(n —2) — 2004°
Mas, como se trata de um poligono convexo:

0<a<180°= 0<180°%(n—2)—2004° < 180°

=0<(n-2)-11,133<1=13,133<n < 14,133

Portanto, n = 14, pois n € N.

25. (a) Mostre que o numero real o = 3\12 + JE + 3\12 —«/g éraiz da

equagao x° + 3x— 4 = 0.
(b) Conclua de (a) que o € um numero racional.

SOLUGAO:
a) Fazemos:

w=x+3y
Logo:

o? :x+3§/x_2§/;+3§/;§/y_2+y
o® =245 +3(2+V5)2(2-5) + 32+ V5)2-5)? +2
0¥ =4-32+45 -3Y2-5

Substituindo na equagao:
X¥*+3x-4=0=0a’+3a-4=0

Resulta:

4—3#2+«/§—3#2—«/§+3(#2+«/§—#2—«/§j—4=0
o 4-3Y2445 -3Y2-5 +332+ /5 -3Y2-45 —4-0

<0=0
Logo, como a igualdade é verdadeira, podemos verificar que o é
raiz da equagao dada.

26. Considere a equagdo em x € R

V1+mx = X++41-mx,

sendo m um parametro real.

(a) Resolva a equagdo em fungéo do pardmetro m.

(b) Determine todos os valores de m para os quais a equagao
admite solugédo nao nula.

SOLUGAO:

a) V1+mx = x+y1-mx & x =1+ mx —v/1-mx

Elevando os dois membros ao quadrado, temos:
x2 =1+ mx - 2¢/(1+mx)1-mx) + 1-mx

o x2 =2-201-m?x% & 201-m2x? =2 -x2
Elevando novamente ao quadrado, temos:
4(1=m*3) = (2= %)
S4-am=4-4C+x o x4 +4m*>X2 =0
X (XE-4+4m?) =0
x=0
o lou .'.S={0,2\/1—m2,—2\/1—m2}

X = +241-m?
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b) Para que a equagdo admita solugdo ndo nula é necessario
primeiramente que:

1-m?’>0es-1<m<1 ()
Testando as solugdes, temos:

X =41+ mx —4/1—mx
= 2(1-m? =\/1+2m\/1—m2 —\/1—2m\/1—m2

Elevando ao quadrado:
4-4m? =1+ 2my1-m? —2[1-4m2(1-m?) +1-2my1-m?

4m? —4m+1=2m? -1
A condigao de existéncia da equagao acima é:

2 2

2m? -120e m>"=oum<-1= ()
2 2

Além disso, devemos fazer a seguinte consideragao:

Se x >0 é solugdo, temos 1+ mx >+/1-mx , logo m > 0.
Se x <0 é solugdo, temos ¥v1+mx <+/1-mx ,logo m>0.
Logo: m >0 (lll)

De (1), (Il) e (lll) temos: % <m<1.

27. Um dos catetos de um tridngulo retdngulo mede Q/E cm. O

volume do solido gerado pela rotacdo deste triangulo em torno da
hipotenusa é © cm®. Determine os angulos deste triangulo.

SOLUGAO:

A

3
o
¥z
m
a
B il o I 3B
h

Y

C

O volume V do solido gerado pela rotagdo completa do triangulo
ABC. retangulo em B, e, conforme a figura, tal que:
V = 1/3 nh®m + 1/3 ©h®n = 1/3 zh*(m + n)
oV=13nhfa=n<h®a=3 ()
No triangulo ABC, tem-se:

2 _ .2

cosa= —<a=
a

No triangulo AHB tem-se:

sen o = % < hs= §/§~sena (y
Substituindo (I1) e () em (1):
3

h2a=3 < (32 -sen a)?- 2 =3
cosa

2sen?o.
cosa
<2cos’a+3cosa-2=0<cosa=12<
< o = 60°, pois 0° < a < 90°.
Os angulos do triangulo ABC s3o, portanto,

BAC =a=60°; BCA=90°— o =30°: ABC = 90°

=3 2(1-cos’a)=3cos o<

28. Sao dados dois cartdes, sendo que um deles tem ambos os
lados na cor vermelha, enquanto o outro tem um lado na cor
vermelha e o outro lado na cor azul. Um dos cartdes & escolhido ao
acaso e colocado sobre uma mesa. Se a cor exposta é vermelha,
calcule a probabilidade de o cartdo escolhido ter a outra cor
também vermelha.

O ELITE RESOLVE ITA 2005 — MATEMATICA

SOLUGAO:

Seja P, a fungéo probabilidade definida no espago de eventos do
problema. Sejam, também, definidos os seguintes eventos:

V4: face visivel do cartao selecionado é vermelha;

V: face oculta do cartao selecionado é vermelha;

A: cartdo de duas faces vermelhas é selecionado;

A probabilidade de o cartdo escolhido ter vermelho como cor da
outra face P(V) pode ser calculada da seguinte maneira:

P(V)=P(V | V1), onde:

P(V | V4) é a probabilidade de a outra face ser vermelha, dado que
a primeira face selecionada foi vermelha.

Podemos calcular entéo:

1
P =pv (v, - POV P _ T -2

P(V) PV 3

29. Obtenha todos os pares (X, y), com x, y € [0, 2x], tais que
sen(x +y)+sen(x—y)=1/2
senx + cosy =1
SOLUGAO:
Desenvolvendo a primeira equagao temos:
Senx-Ccosy + Seny-Cosx — SeNx-cosy — seny-cosx = 1/2
= 2senx-cosy = 1/2 = senx-cosy = 1/4
Temos entédo o novo sistema de equagdes:
senx + coxy =1
senx-cosy=1/4
Assim, senx e cosy sdo as raizes de uma equagdo de segundo
grau cuja soma é 1 e o produto é 1/4. Logo:
W-w+%=0=>w=1/2
Logo:
senx = 2 = x = 30° ou x = 150°
cosy = %2 =y = 60° ou x = 300°
Assim os possiveis pares (X, y) pertencem ao conjunto:
{(30°, 60°), (30°, 300°), (150°, 60°), (150°, 300°)}

30. Determine todos os valores reais de a para os quais a equagao
(x—1)" = |x-a]
admita exatamente trés solugdes distintas.

SOLUGAO:
Graficamente, temos:

Yt Y
=iy . 12 Ix-al, x>a
Y “\1\} Ix-al, x<a
P
S _ 45° 45
1 X | a

o
X

Para que a equacdo (x — 1)°> = Ix — al admita exatamente trés
solugdes distintas, € necessario que o grafico de Ix — al intercepte a
parabola y = (x — 1) em trés pontos diferentes. As situagdes em
que isso ocorre sao:

VANAV

Nos casos 1 e 2, |x — a| tangencia a parabola em um ponto e cruza

em outros dois pontos.

1) No ponto de tangéncia para x < a, temos:
(x—1P=Ix-al=a-xoxX*-2x+1=a-xoxX*—x+1-a=0

Para que ocorra tangéncia, A=4a-3=0<a=3/4

2) No ponto de tangéncia para x > a, temos:
(x=1P2=Ix-—al=x-—aoxX*-2x+1=x—aox*-3x+1+a=0

Novamente, A=5-4a=0«<a=5/4

Podemos observar no grafico do caso 3, quando a = 1, temos a

intersecgéo das curvas em trés pontos.

Logo, os valores procurados de a sdo 3/4, 1 e 5/4.




