Vocé na elite
das universidades/?

ITA 2004
MATEMATICA




ELITE

PRE-VESTIBULAR Campinas

www.elitecampinas.com.br Fone: (19) 3232-2713 O ELITE RESOLVE ITA 2004 -MATEMATICA

v GABARITO ITA 2004 - MATEMATICA

1. Considere as seguintes afirmagdes sobre o conjunto U=1{0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}:
l. @eU e n(U)=10.

Il. @cU e nlU)=10.

H. 5eU e {5}cU.

V.  {0,1,2,5}n{5}=5.

Pode-se dizer, entéo, que é (sdo) verdadeira(s)
a) apenas |l e lll. b) apenas Il e IV. c) apenas Il e lll. d) apenas IV. e) todas as afirmacgdes.

Alternativa C

Analisando as afirmacgdes:

| - falsa: a relagao de pertencer ocorre entre elementos e conjuntos. A relagdo de conter ou estar contido
ocorre entre dois ou mais conjuntos, portanto, o correto seria & < U.

Il - verdadeira: vide afirmativa I. Além disso, U possui 10 elementos.

Il - verdadeira: 5 é elemento (logo 5 € U) e {5} é subconjunto de U (logo {5} < U)

IV - falsa, pois {0, 1, 2, 5} n {5} = {5}

2. Seja o conjunto S={reQ:r>0 e r’<2}, sobre o qual sdo feitas as seguintes afirmagdes:
5 7

l. —e§ e —€8§.
4 5
. {xeR:OSxS\/E}mS:@.
. 2es.
Pode-se dizer, entéo, que é (s&o) verdadeira(s) apenas
a)lell b) I e lll. c)llelll. d) I. e) ll.

Alternativa D

2
5 5 25 5
P — e|—| =—<2,logo —eS.
| -verdadeira: 4 € Q [4) 16 g 4 €
2
Ze e Z :ﬂgzlogozes.
5 5 25 5
Il - falsa: existem infinitos nimeros racionais entre 0 e +/2 e, sendo o conjunto dos numeros
racionais um subconjunto de R, todos eles pertencem também a R, logo a intersecgdo possui um

5 5 5 5
numero infinito de elementos. Por exemplo: 5 € S, 2 R e 0< 25 V2, logo 2 € {xeR:0<x<+2}.

Il - falsa: Como V2 ¢Q, ¥2 ¢S.




ELITE

PRE-VESTIBULAR Campinas

www.elitecampinas.com.br Fone: (19) 3232-2713 O ELITE RESOLVE ITA 2004 -MATEMATICA
3. Seja @« um numero real, com 0 < o < 1. Assinale a alternativa que representa o conjunto de todos os

2x
1
valores de x tais que a® (Tj <1.
o

a) |- o0,0]U[2,400] b) |- c0,0[U 2,400 c) o.2] d) Joo,0f e) 2,+o0]
Alternativa C
2x
a** 1 <1 Zx[ 71/2]2# 0 2w = 0 —x242x 0
\/; =a7 o <o =a”.«a <o Do <a
Como temos 0 < a < 1, logo:
0 2

X+ 2x>0 = / \

portanto 0 < x <2 ou S=]0, 2[.

4. Considere a fungao f:R—C, f(x)=2cosx+2isenx. Entao, V'x, y € R, o valor do produto f(x)f(y) € igual a
a) f(x+y) b) 2 f(x+y) C) 4if(x+y) d) f(xy) e) 2f(x)+2 i f(y)

Alternativa B

f(x) =2 cos x + 2i sen x = 2 (cos x + i sen x)
fly)=2cosy+2iseny=2(cosy+iseny)

f(x).f(y)=4[cosx-cosy-senx-seny+i(seny-cosXx+senXx-cosy) =][cos (xty) +isen (x+y)]
Portanto:
f(x) . f(y) =2 . 2 [cos (x+y) + i sen (x+y)] = 2 f(x+y)

5. Considere 12 pontos distintos dispostos no plano, 5 dos quais estdo numa mesma reta. Qualquer outra
reta do plano contém, no maximo, 2 destes pontos. Quantos tridngulos podemos formar com os vértices
nestes pontos?

a) 210 b) 315 c) 410 d) 415 e) 521

Alternativa A

O numero de triangulos que podem ser formados com estes 12 pontos € igual ao numero de maneiras de
escolher-se 3 pontos distintos entre estes 12 menos o numero de maneiras de escolher-se 3 dos cinco
pontos que estdo na mesma reta, pois estes ndo formam um tridngulo.

12.161.10_5.4.32220_10=210

Ci23-Cs3 =

2x 2 —1
6. SejaXEReamatrizA=[ (x +1)

. Assinale a opc¢ao correta.
2 log,5

a) vV x € R, A possui inversa.

b) Apenas para x > 0, A possui inversa.

c) Sao apenas dois valores de x para o qual a possui inversa.
d) N&o existe valor de x para o qual A possui inversa.




ELITE

PRE-VESTIBULAR Campinas

www.elitecampinas.com.br Fone: (19) 3232-2713 O ELITE RESOLVE ITA 2004 -MATEMATICA
e) Para x = 10g,5, A nao possui inversa.

Alternativa A

2% (x*+D
2% log,5
= det A = 2% (log,5-(x>+1) ™).

A é inversivel se e somente se det A # 0. Suponha det A =0:

2% (log25-(x*+1)™") = 0 = log,5-(x*+1)™" = 0, pois 2% é sempre positivo.

Assim 10g,5 = 1/(x*+1) = (x* +1) = 1/log25 = x* = logs2 — 1;

Como logs2 — 1 < 0, entdo conclui-se que x* < 0. Portanto néo existe x real que satisfaca a equagéo det A
= 0, dai conclui-se que V x € R, A possui inversa.

det A = =2% (log.5-(x*+1)") =

7. Considerando as funcdes
arcsen:[—1,+1]—>[—77,%J e  arccos:[-1,+1-10,7],

. 3 4
assinale o valor de cos[arcseng+arccosg )

6 7
a) — b) — c
)25 )25 )

aQ
N
ol N
2
|

1
3

Alternativa B

x=arcsen§:>senx=§;xe[_%’%] )
Seja > > . Logo: cos(arcseng +arccos gj =cos(x +vy)

4 4
yzarccosg =>COos y=§; yelo, 7]

Além disso, sabe-se que:

sen®x+cos?x =1 :>coszx=1-i=E:> cosx=i
25 25 5

sen’y +cos’y =1 :>sen2y=1-£=i:> senyzg

25 25
Comocos(x +Y)=CoSs X - COS Y - sen X - sen y ent&o cos(x+y):i-i-§-§:l
55 55 25

8. Considere um poligono convexo de nove lados, em que as medidas de seus angulos internos
constituem uma progressao aritmética de razao igual a 5°. Entdo, seu maior angulo mede, em graus,
a) 120 b) 130 c) 140 d) 150 e) 160

Alternativa E

A soma dos angulos internos de um poligono é S, = (n - 2) 180°. Para n = 9 temos S, = 1260°.
Sejam aq, ay,..., ag 0s angulos internos do poligono e r a razdo da PA. Entao:
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ai=as-4r ag=as+r
az=as-3r ar=as+2r
az=as-2r ag=as+3r
as=as-r ag = as +4r

Portanto: a1+ ax+...+ ag=9 a5 = S, = 1260° = a5 = 140°
. ag=140°+4 . 5°=160°

12
3
9. O termo independente de x no desenvolvimento do bindmio Wx X e
sx \3Jx
3 3 3
a) 7293/45 b) 972315 ¢) 891 £ d) 3763\E e) 165375

Alternativa E

12 > 1 12
3 _z -
POy [ HEJEE B £ N Pé
5x  \3x 5 3
O termo geral do bindmio sera:

12—i i 12 i
Ti=(l.zj(—l)i.[\/§} .[3 2} x 36
I 5 3

Para o termo i ser independente de x, devemos ter o expoente de x igual a zero, ou seja:

i_12+i—0 . . .
3 6 =2i-24+i=0=>i=8
entao:

)33
3 25 9V 9

_4953‘% 3 =495J_ 165 3/75

10. Considere as afirmagdes dadas a seguir, em que A é uma matriz quadrada nxn , n > 2:

I. O determinante de A é nulo se e somente se A possui uma linha ou uma coluna nula.

Il. Se A = (a;) é tal que a; =0 parai>j, comij=1,2,..., n entdo det A = as1az...anm.

Ill. Se B for obtida de A, multiplicando-se a primeira coluna por V2+1ea segunda por V2 -1, mantendo-
se inalteradas as demais colunas, entdo det B = det A.

Entdo podemos afirmar que é (sdo) verdadeira(s):

a) apenas | b) apenas Il c) apenas |l ell d) apenas Il e lll e) todas

Alternativa D
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| — falsa. Para que o determinante de uma matriz seja nulo, basta que uma fila (linha ou coluna) seja

2 2

combinacgéo linear de outra, o que n&o requer que a fila seja nula. Por exemplo: 3 =0

Il — verdadeira. Basta aplicar o teorema de Laplace ou Chid sucessivamente em cada linha (ou coluna) e
chegamos ao valor det A = a44. @22 ... ann.

lll - verdadeira. det B = (v2+1).(v2-1). det A = (V2] - 1) detA=1-det A

11. Considere um cilindro circular reto, de volume igual a 360 = cm®, e uma piramide regular cuja base
hexagonal esta inscrita na base do cilindro. Sabendo que a altura da piramide é o dobro da altura do

cilindro e que a area da base da piramide é de 54./3 cm? entdo, a area lateral da piramide mede, em

cm?,

a) 18v427 b) 274427 c) 36+/427 d) 108+/3 e) 45427

Alternativa A

Calculo de R:
A area da base da piramide é dada por:

2
A, =6. ‘/_—54f Rz—%:R 6cm

Calculo de h:
Ve =1 R? h =360n = 36h =360 = h =10 cm
Seja H a altura da face lateral:

2h

2
63

H? = (2.10)* + [—2 ] = H? =400 + 27 = 427 = H =427

R3

2

area lateral: 6.(area de cada face)= 6- R ';27 =18+/427 cm?
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[, tais que as solugbes da equagao (em x)

T T
12. O conjunto de todos os valores de a, a € }E’E

x* —4/48x +tga = 0 sdo todas reais, é

a5 w5 elgEl epd

Alternativa D

T T
SejaInt = }— —,?[

o i3]

2
x* —4/48 x* + tga. = 0 (1)
4 —
fazendoy = x° tem-se y* ~4/48 y +tga =0 =y = 48i“\/2ﬁ Mo /25 - 4tga >0 = tga < 3.
Portanto, para que todas as solugdes de () sejam reais & necessarioque y;>0ey>>0e tga < 43 ()
(Pois x = +.Jy)
i) y1 >0 = /48 +4//48 —4tga. >0 que é verdade V o < Inttal que tga < 3

(
(Pois m? = |m| > 0, por definigao)
(

i) y2 > 0 = 4/48 —/4/48 — 4tgo. >0
2
= 0<\/\/4_8—4tgoc <448 = (\/\/E—Mga) 3(4 48)2

= A48 —dtgo <48

=tga>0 ()

Portanto, de (ll) e (lll) temos que as solugdes da equagao (I) (em x) s&do todas reais quando

0<tga< 3 =0<ac< g pois o e}—%,g[,ou seja, o e[o,ﬂ

13. Sejam as fungdes f e g definidas em R por f(x) = x* + ax e g(x) = -(x* + Bx), em que o e B sd0 nUmeros
reais. Considere que estas fungdes sao tais que

f
Valor minimo Ponto de minimo Valor maximo Ponto de maximo
9
-1 <0 — >0
4

Entdo, a soma de todos os valores de x para os quais (fog)(x)=0 é igual a
a)0 b) 2 c)4 d)6 e)8

Alternativa D

f(x) = X* + ax
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2 2
Valor minimo de f= -%z-wz-%z-lza2:4:a:ﬂ (1)
a

Ponto minimo de f< 0 = -%< 0=a>0(ll

De (e (Il): @ =2 = fix) = x> + 2x

g(x) = -x°- Bx
2 o | - . 2
Valor maximo de g = -A:-(_B) -4-(-1) 0:>'B—:2z>ﬁ2:9:>ﬂ:i3 ()
4a -4 4 4
Ponto de maximo de g > 0 :>-§>0:>ﬂ<0 (V)

De (Ill) e (IV): B=-3 = g(x) = -x* + 3x

(fog)(x) = f(g(x)) = (-x*+3x)*+ 2(-x*+3x) = 0
Sx -6 +9x¥%-2x°+6x=0
S x -6+ 7 +6x=0

Soma das raizes = - @ =6

1
14. Considere todos os numeros z = x + iy que tém modulo ﬁée estdo na elipse x* + 4y = 4. Entdo, o

produto deles é igual a
25 49 81 25 e)4

a) — b) — c) —
)9 )16 )25 7

Alternativa B

2 2 J7 7
Z=Xx+tiye |Z|= x2 +y? , mas |Z|=7Iogox2 +y? =7
Como os pontos devem estar sobre a elipse, obtemos o seguinte sistema:

x2+y? ==

X% +4 y2=4

3y2:167_7:?1 27% <:>y:i73. XZ:%—%:1<:>X=11
Logo, Zl—l-l-\/_l, z, = ——31, Z3=—1+£i; 24——1—£1
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O produto z4, z> . 23, z4 vale: (1+%j [1+%j=%

15. Para algum ndmero real r, o polindmio 8x® — 4x? — 42x + 45 & divisivel por (x — r)?>. Qual dos nimeros
abaixo mais esta proximo de r?
a) 1,62 b) 1,52 c) 1,42 d) 1,32 e) 1,22

Alternativa B

12 SOLUGAO:
p(x) = 8x> - 4x%- 42x + 45

p(x) = 8x® + 20x? - 24x° - 60X + 18x + 45
p(x) = 4x% (2x + 5) - 12x(2x + 5) + 9 (2x + 5)
p(x) = (2x + 5) . (4x* - 12x + 9)
p(x) = (2x + 5) . (2x - 3)

3 3
Assim, as raizes do polindmio sao —% (raiz simples) e ) (raiz dupla) logo " = ) =15
22 SOLUCAO:

Como p(x) = 8x> — 4x? — 42x + 45 & divisivel por (x — r)? entdo r é raiz de p(x) e de p’(X).
Mas p’(x) = 24x? — 8x — 42. Fazendo p’(x) = 0:

24x° -8Xx —42=0 = 12X° —4x-21=0=>x = Eoux:-Z
2 6

2
3 3
como p(Ej =0e p(—%j # 0, temos que p(x) é divisivel por (X—EJ
Portanto r = 1,5.

16. Assinale a opcédo que representa o lugar geométrico dos pontos (x, y) do plano que satisfazem a
equacao

2 2

X“+y° x

40 2

4 2

34 5

det =288.

w o oKX

1
1
1
1

a) Uma elipse. b) Uma parabola. ¢) Uma circunferéncia.
d) Uma hipérbole. e) Uma reta.

Alternativa C

Seja L a linha i do determinante dado. Realizando as operagdes L1 - L4, Lo - L4 € L3 - L4, Obtemos:
x2+y2—34 x-5 y-3 0
6 -3 3 0 _ 288
-30 -3 -3 0
34 5 3 1
Aplicando o Teorema de Laplace na 42 coluna, temos:
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x2+y2—34 x-5 y-3
6 -3 3 |=288
-30 -3 -3

Realizando agora L1 - L3 e L, - L3, obtemos:
x2+y?-4 x-2 y

36 0 6|=288
<~
- 30 -3 -3
x2+y2—4 X-2 'y
6(-3 6 0 1/=288
= =

10 1 1

< By +10(x-2)-6(x-2)- (x> +y*-4)=-16
& (x-2)%+ (y - 3)%2=52
Logo, o lugar geométrico € uma circunferéncia de centro C(2; 3) e raio 5.

17. A soma das raizes da equacdo z° + z°- |z° + 2z=0,z € C, é igual a
a) -2 b) -1 c)0 d)1 e)2

Alternativa A

z3+2z2-2.Z2+2z2=0=>z.(z%+z-Z +2)=0= z=0¢éraiz

Fazendo z =x +yi:

X2 —y242xyi + X +iy—x+yi+2=0=

X2—y?+ 2+ (2xy +2y)i=0=
2xy +2y=0=2y.(x+1)=0=y=0 () oux=-1(ll) -
Xy +2=0=x2+2=y?

De (I): y = 0 = x* = -2 (impossivel)

De (II): x=-1=y? =3 =y = +4/3 (0k)

Assim as trés raizes sd0 z1 = 0, z, = -1++/3i e z3 = -1-4/3 i

Logozi+ 2z, +23=-2

18. Dada a equagdo X° + (m + 1)x* + (m + 9)x + 9 = 0, em que m é uma constante real, considere as
seguintes informagdes:

l. Se m €] - 6, 6], entdo existe apenas uma raiz real.

. Se m=-6 oum =+ 6, entdo existe raiz com multiplicidade 2.

. ¥'m e R, todas as raizes sao reais.

Entdo, podemos afirmar que é (sao) verdadeira(s) apenas
a) l b) Il c) d)llelll e)lell

Alternativa E

X2+ (M+1)x2+ (M+9)x+9=0
XX +x2+mx+mx+9x+9=0
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X?(x +1) + mx (x+1) + 9(x + 1) =0

(x+1).0¢+mx+9)=0

oux+1=0, eportanto -1 éraiz, v me R.

oux’+mx+9=0

A =m?-36

entdo temos:

Se A <0 entado -6 < m < 6, duas raizes nao reais, portanto | é verdadeira e Il é falsa.

Se A =0 < m=+ 6, uma raiz de multiplicidade 2, portanto Il é verdadeira

19. Duas circunferéncias concéntricas C; e C, tém raios de 6 cm e 62 cm, respectivamente. Seja
ABuma corda de C, tangente a C;. A area da menor regido delimitada pela corda AB e pelo arco AB

mede, em cm?,
a) 9(r — 3) b) 18(n + 3) c) 18(n —2) d) 18(n + 2) e) 16(n + 3)
Alternativa C

Vejamos a figura a seguir:

No AOAM, temos: AM? + 62 = (/2 <> AM = 6
Logo: m(AOM) = m(BOM) = 45°

Seja S a area da menor regido delimitada pela corda ABe pelo arco AB :

1 1
S= Smenor setor circular AOB — 2-S triangulo AOM = Zﬂ'(6\/§)2 —2'5'6'6

&S =18(n-2) cm?.

20. A area total da superficie de um cone circular reto, cujo raio da base mede R cm, € igual a terga parte
da area de um circulo de didametro igual ao perimetro da se¢do meridiana do cone. O volume deste cone,
em cm?®, é igual a:
3
a)n R b) n/2 R® ) L R d) 73 R® o)
V2 V3

Alternativa E

10
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Diametro do circulo = 2R + 2g

Area total do cone = A; = n(R+g)*/ 3 = nR? + tRg = n(R+g)/ 3= g~ Rg-2R*=0
g=(R+t3R)/2;g>0=g=2R

h’=g’~R*=h=R.3

Volume =V = %;;th= %ERZ(R\E): V=nR®\3/3=1R%/\3

21. Seja A um conjunto nao-vazio.

a) Se n(A) = m, calcule n(P(A)) em termos de m.

b) Denotando P'(A) = P(A) e P*"(A) = P(P*(A)), para todo nimero natural k > 1, determine o menor k, tal
que n(P*(A)) > 65000, sabendo que n(A) = 2.

SOLUGAO:

a) Se um conjunto A tem m elementos, o0 numero de elementos das partes de A (P(A)) € dado por: n(P(A))
= 2m

b) Foi dado que: P**" (A) = P(*(A))

Para k = 1 = P?A) = P(P'(A)) onde P'(A) = P(A) = 2% = 4

n(P?(A)) = 2* = 16

Para k = 2 = P3(A) = P(P?(A)) = 2'° = 65536

Logo, P*}(A) = 65536 > 65000 e o valor minimo de k é 3.

22. Uma caixa branca contém 5 bolas verdes e 3 azuis, e uma caixa preta contém 3 bolas verdes e 2
azuis. Pretende-se retirar uma bola de uma das caixas. Para tanto, 2 dados s&o atirados. Se a soma
resultante dos dois dados for menor que 4, retira-se uma bola da caixa branca. Nos demais casos, retira-
se uma bola da caixa preta. Qual é a probabilidade de se retirar uma bola verde?

SOLUGAO:

Seja:

S a probabilidade de se retirar uma bola verde;

Py a probabilidade de escolher a caixa branca;

P, a probabilidade de pegar bola verde na caixa branca;
P, a probabilidade de escolher a caixa preta;

Pvp a probabilidade de pegar bola verde na caixa preta.

~ 3 5 33
s:pb.va+pp.pvp=i.§+2.§=i+£= 25+264 _ 289
36 8 36 5 96 20 480 480

11
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23. Determine os valores reais do parametro a para os quais existe um numero real x satisfazendo

Vi-x*>a-x.

SOLUGAO:
v1-x2 existe apenas se -1 < x < 1, entdo podemos afirmar que existe ae{—%,g} tal que x = sena e

V1-x? =coso . ASSim: cos o > a - sen a
a < seno + cosa

Observando que a deve ser menor ou igual ao valor maximo da soma (sena + cosa) e que este valor &
positivo temos:

aSMax[sena+cosa] = aSMax{\/(senaﬂ:osa)z } = CZSMCZX[\/I‘FSCIlz(Z ] . aSJ1+Max(sen2a) =
aS\/m — aS\/E

24. Sendo z = ﬂ , calcule

:‘z+22+23+...+26°‘.

60
22"
n=1

V2
SOLUCAO:
Z=ﬂ=£+£=cisZ = %0 =cis60—ﬂ-=cis15ﬂ'=—1
2020 2 4

Aexpressdoz+z°+2z° + ... + 22 ¢ uma PG de a;= z e r = z. Logo:
60
||z -] |z -p|_[=* -1 _

2 T e [

B e

2
= = Ny
74‘71—1

3G

2 2442 2 T —as
\/2_\/5'\/2+\/§_x/7\/2+ﬁ_ﬁ V242 =+/4+242

logy, 2 logy, 3
25. Parab>1e x>0, resolva a equagdo em x: (2x) O8b < _ (3x) O8b > — 0.

SOLUGAO:
(2x)1ogb 2 — (?’x)logl7 3

Aplicando logaritmo de base 2 aos dois lados da equagéo:

logp2 . 10g22% = l0gp3 . 10g23x < l0gp2 (1 + logax) = 10gp3 . (l0g23 + logox) <

1 + logox = logab . 10gp3 (10923 + l0g2ox) < 1 + logzox = 10923 (l0g23 + logyx) <

1 + logox = (10g23)% + 10923 . logax <> logax (1 - 10g23) = (log23)? — 1 <

- logzx (loge3="T) = (10923 + 1) (loge3="1) < logax = - (10923 + 10g22) = - l0g26 = log:6™"' < x =

| —

12
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26. Considere a equacdo x° + 3x* - 2x + d = 0, em que d é uma constante real. Para qual valor de d a
equacao admite uma raiz dupla no intervalo ]0,1[ ?

12 SOLUGAO:

Seja r a raiz dupla em questdo e m a terceira raiz. Pelas relagbes de Girard, temos:
r+r+m=-3 )
rr+rm+rm=-2 (2)
rr.m=—d 3)

De (1) e (2) vem:

2r+m=-3 m=-2r—3
= =

¥2 4 2rm=-2 ¥2 4 2rm=-2

Pt 4 2r(2r-3)=2 &3 +6r-2=0 r=-1+

J15

Comorr € 10, 1], entdo F:—1+T

EJ _-3-2415
3

3

Substituindo os valores obtidos de r e m na relagao (3), obtemos:

2
d :—rzm:—(—lJr \/EJ L_S_zﬁJQd =—10\/§_36

35
3

3 3

22 SOLUGAO:
Seja f(x)=x3+3x? -2x+d=0. Uma raiz dupla de f(x) deve ser raiz da derivada f'(x) =3x" +6x—2. As

V15 V15 15

raizes de 3x? +6x—-2=0 s3o —1—T e —1+T§ destas, T_1 € a Unica no intervalo 10, 1.

J15

Logo f(x) tera raiz dupla em 10,1[ se, e somente se, f( 3 _1J =0 Utilizando o algoritmo de Briot-

Ruffini:
J15 4 | 1 3 -2 d
3
‘ 1 15 L, 15-7 4- 10415 +d
3 3 9 ,
0
10415 10415 - 36
Logo d= 9 —4=T-

27. Prove que, se os angulos internos a, e y de um tridngulo satisfazem a equacéao

sen(3a)+sen(3)+sen(3y)=0,

13
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entdo, pelo menos, um dos trés angulos a, 3 ou y é igual a 60°.

SOLUGAO:

Sendo a, B e y os angulos inteiros de um triangulo, entdo temos: a + f + y = 180° <y = 180° - (a + B)
Da relagao fornecida:

sen3a + sen3p + sendy =0 <

< sen3a + sen3p + sen{3[180° - (a + B)]} =0

Aplicando as férmulas de prostaférese, temos:

2 sen[?’m;r 36] . cos (@J +sen(3a+3p)=0<

ZSen(—sa + SB) . cos(—sa _ 3BJ + ZSen[sa + 3[3] . cos[sa + SB) =0 ZSen( 3o+ 3Bj {cos[sa — 36) + cos(—sa + 36)} =0
2 2 2 2 2 2 2

< 2sen 3o+ 3p .2coss—a.cos3—ﬁ:0<:>
2 2 2
sen[mj =0 [32+3B _4g00
2 2
ou ou
= coss—u:O @3—a:90° =
2 2
ou ou
cos%:O %:90°
2 2
o+ B =120°

ou

< la=60° <o =60°0up=60°0ury=060°
ou

B =60°

28. Se A é uma matriz real, considere as defini¢coes:

l. Uma matriz quadrada A é ortogonal se e s6 se A for inversivel e A = A'.
. Uma matriz quadrada A € diagonal se e s6 se a; =0, paratodoi,j=1, ..., n,comi #j.

Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que sdo, simultaneamente, diagonais e ortogonais.

SOLUGAO:
Como A é quadrada, de ordem 3 e diagonal, vem:
a 00
A=|0 b O
0 0 ¢
Sendo A ortogonal, A" = AT. Como AA" = |, AAT=I:
a 0 Olla 0 O 100
0O » 0[/O » 0(=|0 1 O
0 0 ¢||0 0 ¢ 0 0 1

14
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a> 0 0| [1 0 0] [a==1

0 5% 0|=(0 1 0|={b==1

0 0 2| |0 0 1] |c==1
+1 0 O
Logo, existem 8 matrizes que satisfazem as condi¢des do problema, que sao daforma:A: 0 =1 0
0 0 1

29. Sejam r e s duas retas que se interceptam segundo um angulo de 60°. Seja C; uma circunferéncia de
3 cm de raio, cujo centro O se situa em s, a 5 cm de r. Determine o raio da menor circunferéncia tangente
a C; e areta r, cujo centro também se situa na reta s.

SOLUGAO:

A menor circunferéncia que cumpre as exigéncias enunciadas esta representada acima.
Para determinar seu raio, pode-se aplicar semelhanga de triangulos:

C
R
60°
A X B R+3 o
R 3
A ABC: sen 60° = ;=§ = x=¥R

243
A AOD: sen 60° :;=£ 10=+/3 222R+43 (R+3) =
x+R+3 2 3

10=(2++3)R+3V3 = 1}3:10_3\/g _ 2-+3 _20-163+9 -
2443 2-43 4-3
R=(29-16v3)m

30. Sejam os pontos A: (2,0),B: (4,0)e P: (3,5 + 242 )-

a) Determine a equacgao da circunferéncia C, cujo centro esta situado no primeiro quadrante, passa pelos
pontos A e B e é tangente ao eixo y.

b) Determine as equagdes das retas tangentes a circunferéncia C que passam pelo ponto P.

15
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SOLUCAO:

" P=(35+242)

AN

a) O centro da circunferéncia procurada esta sobre aretat: x=3 (//aoeixoy)
A distancia de C até A é raio da circunferéncia e vale 3:

dey=A(x.=2F +3.2 =3 = J3-2F+)7 =3 ~1+y2 =9

e Yo = 2\/E

(pois o centro da circunferéncia esta no 1° quadrante)

Logo, a equacdo é (x —3)2 + (y—2x/§)2 =9

b) a equacao do feixe de retas que passa por P(3; S+ 2\/5) é
y—(5+2\/_):m(x—3) — mx-y-3m+5+2J2 =0

A distdncia de C até as retas r e s é o raio da circunferéncia.
Como r e s pertencem ao feixe, tem-se:

|3m—2\/2—3m+5+2\/2| ) 5
dps = =3 . =3
‘ m? +1 ‘ m? +1
5 2 25 4
s ——=3 M +1=— -+
Entao: em==x
m2 +1 9 3
Assim:

r y—(5+2\/§)=%x—3 ou y=%x+1+2\/§

s: y—(5+2\/§)=—%(x—3) ou y=—%x+9+2\/§
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