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MATEMATICA

NOTACOES

N: conjunto dos nimeros naturais

R: conjunto dos nimeros reais
R*: conjunto dos nUmeros reais ndo-negativos

i: unidade imaginaria; i* = -1

arg z: argumento do numero complexo z

[ab]={xeR:a<x<b}
A\B={x:xecAexgB}

A°: complementar do conjunto A
P(A): conjunto de todos os subconjuntos do conjunto A
n(A): numero de elementos do conjunto finito A

AB: segmento de reta unindo os pontos A e B
AB : arco de circunferéncia de extremidades A e B

n
daxt=a,+ax+ax’ +..+ax", neN
k=0

Observacdo: Os sistemas de coordenadas considerados sao
cartesianos retangulares.

QUESTAO 01
Deseja-se trocar uma moeda de 25 centavos, usando-se apenas
moedas de 1, 5 e 10 centavos. Entdo, o numero de diferentes
maneiras em que a moeda de 25 centavos pode ser trocada € igual a
a) 6.
b) 8.
c) 10.
d) 12.
e) 14.

Resolucéo Alternativa D
Sendo x a quantidade de moedas de 1 centavo, y a quantidade de
moedas de 5 centavos e z a quantidade de moedas de 10 centavos,

com x,y,z<{0,1,2,3,...} , temos que:
X-1+y-5+72-10=25< x+5y +10z =25

Observe que z s6 pode ser 0, 1, ou 2, pois se z>3, a soma seria
maior ou igual a 30. Assim:

(I) Para z=0, ficamos com x +5y =25 . Nesse caso, y s6 pode ser 0,
1,2, 3,4 0u 5. Temos entdo as 6 solugbes:

25,0,0)
20,1,0)
15,2,0)
10,3,0)
5,4,0)
0,5,0)

(
(
(xy.2) = E
(
(

(Il) Para z =1, ficamos com x + 5y =15 . Nesse caso, y so pode ser 0,
1, 2 ou 3. Temos entdo as 4 solucdes:
(15,0,1)
(10,1)
(xy,2)=
(5,2,1)
(0,32)

(I Para z =2, ficamos com x +5y =5 . Nesse caso, z s6 pode ser 0
ou 1. Temos entdo as 2 solugdes:

[(5.02)

Logo, o total de maneiras diferentes de efetuar a troca é:

O ELITE RESOLVE ITA 2012 — MATEMATICA

QUESTAO 02
Dois atiradores acertam o alvo uma vez a cada trés disparos. Se os
dois atiradores disparam simultaneamente, entdo a probabilidade do
alvo ser atingido pelo menos uma vez é igual a

a)
b)
c)

d)

WIN oo O~ Wk ©N

e)

Resolucédo Alternativa D

Veja que:
P (Pelo menos um acertar) =1- P (Ninguem acertar)

Mas, considerando que os resultados de cada atirador sao
independentes, temos que:

P (Ninguem acertar) =P (1°errar)- P (2°errar)

. - 1
Pelo enunciado, a probabilidade de acerto é 3 e consequentemente a

probabilidade de erro é % , logo:

P (Pelo menos um acertar) =1-P (1°errar)-P (2°errar) :1—[%-%) = g

QUESTAO 03
Sejam z =n?(cos45°+isen45°) e w =n(cos15°+isenl5°), em que

i - . n s Z ..
n é o menor inteiro positivo tal que (1+ |)n é real. Entdo, — éigual a
w

a) V3 +i.

b) 2(~3+i).

c) 2(v2 +i).

d) 2(v2-i).

e) 2(v3-i).
Resolucéo

Temos que:

Alternativa B

(1+ i) —[V2 -cos(45° +i -sen45c’)]n o
(1+i) —(v2)" -[cos(n-45°) +i-sen(n - 45°)]
Para que (1+ i)n seja real, sua parte imaginaria deve ser nula. Assim:
sen(n-45°)=0<n-45°=k-180°,com ke Z <
n=4-k,com keZ

Observe que 0 menor valor inteiro positivo de n é obtido para o menor
valor inteiro positivo de k, que é 1. Portanto:

k=1leon=4

Por outro lado, ao dividirmos dois niumeros complexos, dividimos seus
médulos e subtraimos seus argumentos. Assim:

z  4%-(cos45°+i-sen45°)

w  4-(cos15°+i-senl5°)

4

£ =4.[cos(45°-15°) +i -sen(45°-15°)] &
w
2~ 4-(cos30° +i -sen30°):4(£+i -Ejo
w 2 2

%:2-(x/§+i)
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QUESTAO 04

Se argz = % , entdo um valor para arg(-2iz) é

m b I 3n n

a) ——. b) —. c) —. d) —. e) —.

) 2 ) 4 ) 2 ) 4 ) 4
Resolucéo Alternativa E

Lembrando que ao multiplicarmos dois numeros complexos, seus
argumentos sdo somados, temos que:

arg(-2iz) =arg(-2i) +arg(z) = %ﬂ +g < |arg(-2iz) = %ﬂ

QUESTAO 05
Sejam r,, r, e ryndmeros reais tais que r,—r, e r+r,+r, S&o
racionais. Das afirmacgdes:
I. Se r, éracional ou r, é racional, entéo r, é racional;
Il.  Se r, éracional, entdo r, +r, é racional;
. Se r, é racional, entéo r, e r, sdo racionais,
é (sao) sempre verdadeira(s)

a) apenas |. b) apenas II. c) apenas lll.
d) apenas | e ll. e)l,llell.
Resolucéo Alternativa E

Analisando cada afirmacao:
I. Verdadeira. Veja que como r,—r, é racional, se r, ou r, for

racional, o outro sera também. Entdo sera racional r,+r, e como
r,+r,+r, éracional, teremos os 3 nimeros racionais.

Il. Verdadeira. Se r, for racional, como temos r,+r,+r, racional,
entdo r,+r, é racional.

Ill. Verdadeira. Pelo item anterior, temos que r,+r, é racional, mas
como a soma (r,+r,)+(r,—r,)=2r, € racional, temos que r, €
racional, o que implica que r, € racional também.

QUESTAO 06
As raizes x,, X, e X, do polinémio p(x)=16+ax —(4+\/§)x2 +x°
estdo relacionadas pelas equacoes:
x1+2x2+%:2 e X, —2X, —\/§X3 =0

Entéo, o coeficiente a é igual a

a) 2(1-12) b) 2(2++72) c) 4(v2-1)
d) 4++2 e) V2-4
Resolucao Alternativa C

Vamos, primeiramente, determinar os valores das raizes do polindmio
utilizando as relagbes fornecidas juntamente com as relacdes de
Girard:

p(x):xa—(4+\/§)x2+ax+16
(1) X +%X +x,=4+2
() %X, + XX, +X,X, =& Relaces de Girard
() xx,x, =-16

(V) x1+2x2+§:2 . _
2 Relag6es fornecidas

(V) % —2%,—2x,=0
Utilizando as equagdes (1), (IV) e (V) temos:
(1) X +%+x=4+32 [x,=242
(IV) 2%, +4%,+%, =4 =1ix,=—2
(V) % —2%,-v2x,=0 X, =4
Portanto, pela equagao (Il) temos:

a=x1x2+xlx3+x2x3=2J§-(—J§)+2J§.4+(_J§).4
a=-4+42=(4(J2-1)
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QUESTAO 07
Sabe-se que  (x+2y,3x-5y,8x-2y,1Ix-7y+2z) é uma
progressdo aritmética com o Ultimo termo igual a -127. Entdo, o
produto xyz € igual a
a) —60.

b) -30.
c) 0.

d) 30.
e) 60.

Resolucédo Alternativa A
Pela propriedade da media aritmética entre trés termos consecutivos
de uma progresséo aritmética, e utilizando que o Ultimo termo vale
—127 temos que:

(x+2y)+(8x—2y):2-(3x—5y)<:> 3x +10y =0 - x =-10
(3x =5y )+(-127) =2-(8x - 2y) 13x +y =-127 y=3

Substituindo no ultimo termo, que vale -127 :

11-(-10)-7-3+2z2=-127<=z=2

QUESTAO 08
Considere um polinémio p(x) de grau 5, com coeficientes reais.

Portanto:

Sabe-se que -2i e i—+/3 sfio duas de suas raizes. Sabe-se, ainda,
que dividindo-se p(x) pelo polindmio g(x)=x-5 obtém-se resto
zero e que p(1)= 20(5+2+/3) . Entéo p(-1) éigual a
a) 5(5-243).
b) 15(5-23)
c) 30(5-243)
d) 45(5-243).
e) 50(5-243)
Resolucédo Alternativa C

Como o polinémio p(x) tem coeficientes reais, sabemos que, se um
nimero complexo z, for raiz desse polindmio, entdo seu conjugado

Z

, também sera raiz.

Como —2i e —/3+i sdo raizes de p(x), segue que 2i e —/3 i
sera outras duas raizes.
Além disso, como p(x) é divisivel por q(x)=x-5, pelo teorema do

resto segue que p(5)=0,isto &, 5 é outra raiz.

Assim, as cinco raizes de p(x) sfo 5, +2i e —J/3 ti . Portanto, esse
polindmio pode ser expresso como:

p(x)=a-(x=5)-(x=2i)-(x —(=2i))-(x = (—v3 +i))-(x = (V3 =1))
spx)=a-(x-5)-(x2+4) - (x? +2/3-x+4)

Sendo p(1)=20- (5+243), temos que:
20-(5+2y3)=a-(1-5)- (2 +4)-(2+2J3.1+4) >a=-1
Logo, a expressdo de p(x) é:

p(x)=—(x-5)-(x*+4)-(x2+ 243 - x + 4)

Portanto:
p(=D) = —(<1-5)-((-1? + 4)-(-0*+ 23 - (D + 4) &
|p(—1) :30~(5—2\/§)‘
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QUESTAO 09

Ng

Um triangulo ABC tem lados com medidas a:7cm, b=1cm e

1 . A ;
c :Ecm. Uma circunferéncia é tangente ao lado a e também aos

prolongamentos dos outros dois lados do tridngulo, ou seja, a
circunferéncia € ex-inscrita ao triangulo. Entdo, o raio da
circunferéncia, em cm, é igual a

a)\/§+1 b)ﬁ 0) J3+1 d)ﬁ e)\/§+2
4 4 3 2 4
Resolucao Alternativa A
2 2
Note que o triangulo ABC é retangulo em B, pois (%j J{f] - (1)2

O ex-incentro O pertence a bissetriz do angulo interno A e as
bissetrizes dos angulos externos B e C, conforme ilustra a figura a
seguir.

1° modo de resolucéo:
A éarea do triangulo ABC em fungdo do raio da circunferéncia ex-
inscrita R e do semiperimetro p é dada por:

S=R:(p-a) 6N}
YEO!
—+1+=

onde p:a+2+czp: 2 > 2<:>p:3+4\/§ 2

A area também pode ser calculada por:
S:}.C.aQSZE.E.EQS:
2 22 2

Substituindo (2) e (3) em (1), obtemos:

3
o 3

J§_R[3+J§ @] 3 [3_J§]
" R. —— | —=R- P4
8 4 2 8 4
R:\/§+10m
4

2° modo de resolucéo:
O triangulo ADO é retangulo em D, pois D é ponto de tangéncia entre

a circunferéncia ex-inscrita e a semirreta AD . Além disso, no triangulo

ABC, cosﬁ:%.'. A=60°. Como a semirreta AO ¢ bissetriz de A,

entdo DAO =30°. Como a distancia de O até BC ¢é igual a BD, ent&o
BD=R.
Entdo, para o triangulo ADO , podemos escrever:

R 1

9B0°%) =——F o —==——+
R+1 V3 R+1

7©\/§R:R+%<:>(«/§—1)R:%<:>

2 2

\/§4+ 1 cm

R =
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QUESTAO 10
Sejam A=(0,0), B=(0,6) e C=(4,3) vértices de um tridngulo. A
distancia do baricentro deste triangulo ao vértice A, em unidades de
distancia, é igual a

al

a) —.

o (2] (=)}
— ~ ~

D
-

w@ﬂﬁ%awaw
. . gl I~

Resolucédo Alternativa B
O baricentro G =(x,,Y,) do tridngulo ABC tem suas coordenadas
dadas por:

Xa+Xg+X. 0+0+4 4
Xg = = =—
3 3 3
Yat+tYsg+Ye 0+6+3
= = =3
Yo 3 3

Assim, a distancia AG serd igual a:

AG :\/(XG _XA)Z +(yG _yA)2 _\/[g—sz +(3—O)2 < |AG :g

QUESTAO 11
A é&rea do quadrilatero definido pelos eixos coordenados e as retas
r:x-3y+3=0 e s:3x+y-21=0, em unidades de area, € igual a

19

a —_
) 2
b) 10
25

C JR—
) 2

27
d) —
) 2
29
e —_—
) 2
Resolucédo
Reescrevendo as equacgdes das retas, temos:

Alternativa D

r: x—3y+3=0:>y:§+1

S:3x+y-21=0=>y=-3x+21
Determinamos a intersecgdo das duas reta resolvendo o sistema:

X
=—+1 X=6
y=2+ :{

3
y=-3x+21 =3
Representando a situagéo no gréafico, temos:
AY
21
r:y= X +1
6,3)
A X
0 7\ i
s:y=-3x+21

Para calcularmos a area hachurada, utilizaremos duas abordagens:
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1) Podemos dividir o quadrilatero em dois triangulos e calcular suas
areas, através das coordenadas de cada trio de pontos que forma
cada triangulo:

01 01
3) s=%7 0 +%7 0 =%(7+2o)=2727
00 6

7

2) Podemos utilizar um mecanismo para célculo da area de um

poligono qualquer, que consiste em:

e Determinar um ponto inicial pertencente ao poligono

e Escrever as coordenadas a partir desse ponto seguindo um sentido
de rotagao pré-determinado, incluindo o ponto inicial uma Ultima vez

e Multiplicar em cruz os elementos, como se estivéssemos calculando
alguns determinantes

o Dividir o médulo do resultado por dois

Esse mecanismo equivale a somar a area de todos os triangulos que
formariam o poligono.

Para o nosso caso, partindo da origem:

X X X X, xl_gHo 067 ol_g
ZY1 Yo, Y3 Y4 Y 210 1 3. 0.0 2
+ + + +

QUESTAO 12
Dados os pontos A=(0,0), B=(20)e C=(11), o lugar geométrico
dos pontos que se encontram a uma distdncia d =2 da bissetriz
interna, por A, do triangulo ABC é um par de retas definidas por

a) rlz:\/Ey—xJ_rZ 4+:2=0.

b) rLz:gy—xiZ 10++2 =0.
C) r,:2y —x+2 10++2 =0.

d) rlz:(\/E+1)y—xi 2+442 =0.

e) rlz:(\/EJrl)y—xiZ 4+242 =0.

Resolucao
Observe o desenho abaixo:

Alternativa E

v

>
N
vs}

Pelas medidas dos lados, temos que o triangulo ABC é is6sceles
retingulo em C . Assim, a bissetriz AP faz 22,5°com o eixo X.

Entdo a inclinagdo da reta é dada por:
s 45°)  [1-cos45° 1—*54 2-2 [6-42
t9(22,5°)=tg| — |= = = = =
2 1+cos45° 1+J§/ 2++2 2
2
reduzida

J3-212 = (V21 =v2-1
Entao a bissetriz tem
y:(\/f—l)x =N (\/E+1)y—x:0.

O lugar geométrico procurado € um par de retas paralelas de distancia
2 da  bissetriz e, dessa forma, elas tem forma geral

(\/§+1)y—x+b=0.

equacao
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Como a distancia de qualquer ponto da bissetriz as retas procuradas
deve ser 2, utilizando a formula de distancia de ponto a reta no ponto

(0;0) temos:
(V2+1)-0-1:048] |y
\/(JE+1)2+1 Va+2:2

d=2= o b=12{4+22

Assim, a equacéo geral das retas podem ser representadas por:

(\/§+1)y—xi2\/4+2\/520

QUESTAO 13
Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U. Das
afirmagoes:
I (A\B°)\C® =An(BUC);
I (A\BS)\C =AU(BNCE);
lll. BSUC® =(BNC),
é (sao) sempre verdadeira(s) apenas
a)l.
b) II.
c) .
d)lell.
e)llelll.
Resolucédo
Sabendo que A\B=AnNB°, temos:
I. Falsa
(A\B®)\C®=(ANB)\C® =(ANB)nC=ANBNC=AN(BUC).
Il. Falsa
(A\B®)\C=(AnB)\C=(ANB)NC° =AnBNC"

Alternativa C

AU(BACS) =AU(B® UC) (Lei de De Morgan)
lll. Verdadeira
B°uC®=(B r\C)C (Lei de De Morgan) .

QUESTAO 14
Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, ambos finitos e ndo-vazios,
tais que n(P(A)UP(B))+1=n(P(AUB)). Entdo, a diferenca

n(A)-n(B) pode assumir

a) um unico valor.

b) apenas dois valores distintos.

c) apenas trés valores distintos.

d) apenas quatro valores distintos.

€) mais do que quatro valores distintos.
Resolucédo

Lembramos que:

Alternativa A

(1) Dado um conjunto finito X, com seu nimero de elementos denotado
por n(X), o nimero de elementos do conjunto das partes de X é
dado por:

n(P(Xx))=2">%

(I) Dados dois conjuntos finitos X e Y, o nimero de elementos da
unido desses dois conjuntos é dado por:

n(XuY)=n(X)+nY)-n(XNY)

Como A e B séo conjuntos disjuntos, o Unico subconjunto (parte) que
eles terdo em comum serd o conjunto vazio (<& ). Assim

P(A)NP(B)={&} =n(P(A)nP(B))=1
Pelo enunciado, temos que:

n(P(A)UP(B))+1=n(P(AUB)) =
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[n(P(A)+n(P(B))-n(P(A)AP(B))]+1=n(P(AUB)) =

|:2n(A) 4+ on® _1] 4+ 1= 2"AWB) y on(A) | on(B) _ on(AUB)
Novamente usando o fato de que A e B séo disjuntos, segue que:
n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)=n(A)+n(B)-0=n(A)+n(B)
Assim, voltando para a equacéao:

2n(A) + 2n(B) — 2n(AuB) = 2n(A) + 2n(B) _ 2n(A)+n(B) — 2n(A) .zn(B) =
2n(A) . 2n(B) _ 2n(A) _ 2n(B) =0

Para resolver essa equagédo, somamos 1 de cada lado:

2n(A) . 2n(B) _ 2n(A) _ 2n(B) +1=0+1 2n(A) '(2n(B) _1) _ (Zn(B) _l) =1l
(2n(A) _1) . (Zn(B) _ l) -1

Observe que como nossas variaveis n(A) e n(B) sdo ndmeros
naturais, 2"® e 2"® também devem ser naturais. Portanto:

2n(A) —1=1 2n(A) _1=-1 2n(A) =2 2n(A) =0
2n(B) —1=1 ou 2n(B) —1= _1© 2n(B) =2 ou 2n(B) )

n(A) _

"~ n&o tem solugdo, pois 2 >0, VxeR.
0

A possibilidade {
2n(B) _

Finalmente:

2™ =2 [n(A)=1
=
2n(B) =2t n(B):l
Isso implica que n(A)-n(B)=1-1=0, isto ¢, n(A)-n(B) assume
um unico valor.

QUESTAO 15
Considere um ndmero real a =1 positivo, fixado, e a equagdo em X :
a®+2Ba*-p=0, BeR
Das afirmacgdes:

I Se B <0, entdo existem duas solugdes reais distintas;

Il.  Se p=-1, entdo existe apenas uma solucio real;

. Se B=0, entdo ndo existem solugdes reais;

IV.  Se B>0, entdo existem duas solugdes reais distintas,

é (sao) sempre verdadeira(s) apenas
a) l.

b)lelll.

c)llelll

dyllelv.

e)l, i, elV.

Resolucao
Fazendo a substituicdo y=a*

Alternativa C
transformamos a equagdo do
enunciado em uma equacéo de segundo grau (emy) y?+2By —-p=0.
Resolvendo esta equagao temos:

y:L \M:_Bi ,B(B*'l)

2

Analisando agora as afirmacdes:

l. Falsa. Veja que se Be(-10), entdo B(B+1)<0 e nao existe
solucéo real.

Il. Verdadeira. Se B=-1, a solucdo fica a*=y =1+,/-1-(0) =1. Ou
seja, apresenta x =0 como Unica solugédo real.

Ill. Verdadeira. Se =0, entdo temos a* =y =0, mas ndo existe x
real tal que a* =0.
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IV. Falsa. Se B>0, a solugdo —B—,/B(B+1) ndo convém, pois
-B-B(B+1)<0. Ha
x=Ioga(—B+J[3([3+1)).

Ou seja, sempre sao verdadeiras as afirmacgdes Il e lll.

entdo, apenas uma solucdo real

QUESTAO 16
Seja S—{xeﬂmarcsen(e 2_e J+arccos(e —2e }—g} . Entéo,

a) S=¢J
b) S = {0}
c) S=R"\{0}
d) S=R"
e) S=R

Resolucéo
Resolvendo a equagao:

e -e* e’ -e™” n
arcsen +arccos =—
2 2 2

e’ —e™” T e -e* T e’ —-e™”
arccos =——arcsen =—+arcsen
2 2 2 2 2

Aplicando cosseno dos dois lados da equacéo temos:

e*-e™” n e*-e™”
cos| arccos =cos| —+arcsen =
e*—-e™ e*—e™* e*-e™ o
=—sen| arcsen =- = e -e*=0

Entdo, temos e* =1 = x=0.Ou seja, S={0}.

Alternativa B

QUESTAO 17

Seja x €[0,2x] tal que sen(x)cos(x)=—. Entdo, o produto e a soma

arlN

de todos os possiveis valores de tg(x) sao, respectivamente
a)leO.

byle 2.
2
c)-leO.
d)leb.
e) -le -3 .
2
Resolucédo Alternativa B

Note que, como cos(x)=0 ndo satisfaz a equagdo, podemos
reescrever a expressdo sen(x)-cos(x) em fungéo de tg(x)

sen(x)-cos(x :sen(x)vcosz )= ta(x) s tg(x) .
(x) (x) cos(x) (x)=tg(x) sec’(x)  1+1g%(x)
Dessa forma:
sen(x)~003(x)—M©§_M

= = =
1+tg?(x) 5 1+tg?(x)
2-1g°(x)-5-tg(x)+2=0.
Note que temos uma equagédo do segundo grau em fungéo da variavel
tg(x) . O discriminante dessa equacé&o é dado por:
A=(-5)-4.2.2=9>0,

Sendo A >0, as raizes da equacgdo em tg(x) séo reais, de modo que
0 produto e a soma de todos os valores de tg(x) que satisfazem a

equacao podem ser obtidos através da relagdo entre os coeficientes
da equacgao:

2 po1]es-2 5 ls-8)
2 a 2 2

P=

Cc
a
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QUESTAO 18

A soma Y cos(a +kr), paratodo « €[0,27], vale
k=0

a) —cos(«)quando n é par.
¢) cos(a) quando n é impar.

e) zero quando n é impar.
Resolucao Alternativa E

Como sen(kn) =0 e cos(kn) =(-1)*, temos, expandindo cos(o + k) :
cos(a + kr) = cosa.cos(kn) — sena.sen(kr)

b) —sen(a) quando n é impar.
d) sen(a) quando n é par.

cos(a +kn) = (-1)*.cosa
Assim:

Zn:cos(oc +kn) :Zn:(—l)k.cosa =cos a.(zn:(—l)k]
k=0 k=0 k=0
Observe que:
n=0:(-1°=1
n=1: (-1°+(-)*=1-1=0
n=2: (-)°+(-D'+(-)°=1-1+1=1
n=3: (-)°+(-)'+(-D*+(-1)*=1-1+1-1=0
Desse modo, observe que se n é par entdo:
ZH:COS(OL +kn) :COSOL.(i(—l)kJ =cosa.1=cosa

k=0 k=0
Enquanto se n é impar a soma vale:

n n
> cos(a +kn) :cosa.(Z(fl)kj =cosa.0=0
k=0 k=0
Sendo assim, a alternativa E esta correta.

QUESTAO 19
. N
Um cone circular reto de altura 1 cm e geratriz ?cm € interceptado

por um plano paralelo a sua base, sendo determinado, assim, um novo
cone. Para que este novo cone tenha 0 mesmo volume de um cubo de

1/3
aresta [TZS] cm, é necessario que a distancia do plano a base do

cone original seja, em cm, igual a
1 1 1 2 3
a) — b) = c) = d) = e) —
) 7 ) 3 ) 5 ) 3 ) 7
Resolucédo Alternativa D

Calculando o raio da base do cone:
2
? =R?+H? :[2‘5] =R*+12 & R? :%—

@RZ:EQRzﬁcm
3 3

Ao cortarmos tal cone por um plano paralelo a base, a uma distancia x
da mesma, temos a seguinte situagao:

Como os tridangulos ABE e ACD séo semelhantes, temos:

r 1-x \/5(17X)
—_—= e r=—27=7
R 1 3

Pelo enunciado o cone superior tem volume igual ao volume de um

V3
cubo de aresta | —— | cm . Assim:
243

37 2
V_l.n.rz.hc>|:[nj :| _1.1-5.(\/5(:"_)()} .(1_)()@
3 243 3 3

QL:E.R.§.(1_x)3<:>(1—x)3:i<:> X=
243 3 9 27

2
3
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QUESTAO 20
A superficie lateral de um cone circular reto € um setor circular de 120°

e area igual a 3n cm®. A area total e o volume deste cone medem, em
cm? e cm®, respectivamente:

271\/5

a) 4n e .
3

b) 4n e T2

3

c) 4n e m/2 .

22
3

e)n e 2ny2.

d) 3n e

Resolucéo Alternativa A
Sabendo que um cone com raio de base r, altura h e geratriz g tem,

para o angulo central (6), a relacdo 6:360°-L, e para area lateral
9

(A) arelagdo A =mn-r-g . Logo, temos:

120° =360°-

Q|=

{r =lcm
=

=3cm
3n=mn-r-g g

Usando a relacio g?=h?+r? temos que h =22 cm.
Assim, a area total (A7) desse cone é dada por:

A :AL+AB:3n+Tc~12<:>,

e o volume V desse cone é dado por

27'[\/5 3

cm

1 2 1 2
It h=C 2202 V=
3" 3" 2o 3

QUESTAO 21
Dez cartbes estdo numerados de 1 a 10. Depois de embaralhados,
sdo formados dois conjuntos de 5 cartdes cada. Determine a
probabilidade de que os numeros 9 e 10 aparegam num mesmo
conjunto.

Resolucao
Vamos chamar os conjuntos em que séo divididos os cartbes de
grupos 1 e 2.

O nimero de maneiras de fazer a divisdo dos 10 cartdes em dois
grupos, com 5 cartdes cada, é:

10) (5
n(TotaI):[ J[ ]:252-1:252
5)1\5

Observe que ao se escolher os cartdes de um grupo, o outro ja fica
determinado automaticamente.

Jad o numero de casos em que acontece o evento desejado,
A= {os cartbes 9 e 10 estdo no mesmo grupo} , € dado por:

n(A)=n(juntos no grupo 1)+ n(juntos no grupo 2) =

SR e

Assim, a probabilidade pedida é igual a:

__n(A) 112
n(Total) 252

P(A)
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QUESTAO 22

Determine os valores reais de x de modo que sen(2x) —~/3cos(2x)
seja maximo.
Resolucao
Seja a fungdo a ser maximizada f(x) = sen(2x) —+/3 cos(2x)
Note que, ao dividirmos e multiplicarmos a expresséo por 2, temos 0s

2 T .
senos e cossenos do arco notavel 3 multiplicando sen(2x) e
cos(2x):

3

f(x)=2 ~|:l~sen(2x)—vcos(2x)} =N
2 2

f(x) = 2-[cosg-sen(2x)—seng-cos(2x)}
Mas, do seno da diferen¢a de arcos, temos:
cos—-sen(2x)-sen—=-cos(2x) = sen| 2x -~
3 3 3
Portanto:
f(x)= 2~sen[2x —gj
Os valores de x que maximizam a fun¢do sdo aqueles que tornam

sen(Zx —gj méaximo. Sabendo que o valor maximo da fungéo seno é
igual a 1, precisamos determinar x para que sen(Zx —gj =1.
Fazemos entdo:

sen(Zx—%):ler—E:g+k~2n,com keZ <

X:S—g+k‘n, comkeZ
QUESTAO 23
Considere a matriz quadrada A em que os termos da diagonal
principal sdo 1, 1+x,, 1+X,, ..., 1+ X, e todos os outros termos s&o

iguais a 1. Sabe-se que (xl,xz,.. X ) € uma progressdo geomeétrica

WX,
. N 1 ~ 2 . .
cujo primeiro termo é > e a razdo é 4. Determine a ordem da matriz A

para que o seu determinante seja igual a 256.

Resolugéo
Temos que:
1 1 1. 1
1 1+x, 1 1
A=|1 1 1+x, 1

1 1 1 - 1+x,
Pela regra de Chié, o determinante de A pode ser expresso como:

1 1 1 ...
1 1+x, 1.
detA=|1 1 1+x,
1 1 1 .-
(1+x,)-1-1 1-11
1-11 (1+x,)-11 -
detA= . : . &
1-11 1-11
X, O --- 0
0 x,
detA=|. . < detA=X, X, ...- X,

0 0 o X
Como detA =256, temos que:
X; Xy oo X, =256

O ELITE RESOLVE ITA 2012 — MATEMATICA

Lembrando que o produto P, dos n primeiros termos de uma

progressdo geométrica é tal que P,” =(x,-x,)" , segue que:
256 =(x,-x,)" < [%(%41H =(4) o (4"?) =4 =
n-2n=8<n°-2n-8=0<n=4 ou n=-2
Como n=-2 ndo convém para o0 problema, ficamos com n=4, e
como A era de ordem (n+1), segue que a ordem de A é 5.

QUESTAO 24
Seja n um ndmero natural. Sabendo que o determinante da matriz
1
n log,2  -log, 2
A={n+5 log,3" log,243

1
-5 log.—— -log. 25
95125 Js

é igual a 9, determine n e também a soma dos elementos da primeira

coluna da matriz inversa A™.
Resolucao
Temos que:

a,, =log,2=1
a, = —Iogzé =-log,2"=-(-1) =1

a,, =10g,3" =n
a,, =log, 243 =10g,3° =5

1 _
a'32:|095@:|0955 *=-3

a,, = —log, 25 = —log, 5% = -2

Assim, podemos reescrever a matriz A como:

n 1 1
A=|n+5 n 5
-5 -3 2

Sendo seu determinante igual a 9, vem que:

n 1 1
detA=|n+5 n 5|=9<-2n*+19n-30=9<
-5 -3 -2

2n’-19n+39=0<n=3 ou n:%

13 . . )
Como n deve ser natural, n = ~ hao convém, e ficamos com |n = 3|

Assim:
3 1 1
A=|8 3 5
-5 -3 -2

Sendo B, ; = (bu.) ainversa de A, temos pela defini¢céo de inversa:

3 1 1 bll blZ b13 l o o
AB=l,&|8 3 5||b, b, by|=[0 1 0
_5 _3 _2 b31 b32 b33 o o l

Em particular, para a primeira coluna da inversa, temos o sistema:

3 1 1]|b, 1 3b, +b, +by;, =1 b,=1
8 3 5|b,|=|0|<18b,+3b,+5b,,=0 <<b,,=-1
-5 -3 -2||b,| |O —5b,, —3b,, —2b,, =0 b, =-1

Assim, a soma dos elementos da primeira coluna da matriz B=A™"
seréd igual a:

by, + by, + by, =1+ (=D + (=D < | by, +b, + by =-1
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#5= QUESTAO 25 B=E===
Em um plano estdo situados uma C|rcunferenC|a ® de raio 2 cm e um

ponto P que dista 242 cm do centro de o. Considere os segmentos
PA e PB tangentes a o nos pontos A e B, respectivamente. Ao girar
a regido fechada delimitada pelos segmentos PA e PB e pelo arco
menor AB em torno de um eixo passando pelo centro de © e

perpendicular ao segmento PA, obtém-se um sdlido de revolugéao.
Determine:

a) A éarea total da superficie do sélido.

b) O volume do sélido.
FEResoluciomiEE===
Seja O o centro da C|rcunferenC|a ®. O desenho correspondente a
situagéo descrita no plano é:

(o)

A P
Observe que sendo OA=0B =2 (raios) e OP = 242, segue que:

AP —JOP? —OA% —(2v2) — 2
BP - JOP? 087 —\(242) — 2 =

ou seja, os triangulos retangulos OAP e OPB séo isésceles, de modo
gue os angulos OPA e OPB medem 45° cada um. Por conseguinte,

0 angulo APB mede 90°, e 0 quadrilatero OAPB é um quadrado.
Queremos construir um sélido de rotacéo ao girar a regido hachurada

em torno da reta OA (reta vertical tracejada):

a) A éarea total desse solido de revolugdo pode ser obtida somando-se
as seguintes areas:

(1) Area lateral de um cilindro circular reto de raio R=2 cm e altura
H =2 cm, por fora;

(1) Area de um circulo de raio R =2 cm , na base.

(1) Metade da area de uma superficie esférica de raio R =2 cm (por

dentro).
Assim:

S=2-n-R-H +n~R2+%~4~n~RZ

#4727 5[5 = 20m o]

b) O volume desse s6lido pode ser calculado pela diferenga entre o
volume de um cilindro circular reto (de raio R=2cm e altura
H=2cm) e o volume de um hemisfério (metade de uma esfera) de
raio R=2cm . Assim:

V=mn- RZH—Eﬁﬂ:R3
2 3

S=2-1-2-24+7-2%

.2%. 2—} 4. -2 < V=8—ncm3
2 3 3
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3= QUESTAO 26 EE=E=== =
As intersecdes das retas r:x-3y+3=0, s:x+2y-7=0 e
t:x+7y-7=0, duas a duas, respectivamente, definem os vértices
de um tridngulo que é a base de um prisma reto de altura igual a 2
unidades de comprimento. Determine:

a) A area total da superficie do prisma.

b) O volume do prisma.
IEResolugdoliEE===
Sejamrns=A, rnt=Bes
cada ponto temos:

=C . Calculando as coordenadas de

-3y+3=0 3

ras: 8T =% 32)
X+2y-7=0 y=2
-3 = =

At x-3y+3 O: X 0 01)
X+7y-7=0 y:l
7

x+7y-7=0 " |y=
Além disso, calculando as distancias entres estes pontos temos:

dus =4(3-0)"+(2-1)° =410
ac =y(3-7) +(2-0)" =20 =25
¢ =(7-0)° +(0-1)* =60 =52

3 2
e a area de ABC é SABC:% 01 =%\10\=

mt_{x+2y—7=03{x 0= C=(7,0)

7 0

a) Calculando a éarea total do prisma temos
STOTAL = 2’SABC + Alateral = 2'SABC +(2'AB+2' BC +2'AC)
Srora =2-5+2V10+2-2/5+2.5\2
|Srora. =10 +10v2 + 445 + 2/10|

b) Calculando o volume, temos:

V:SABc’h:5'2:>m

O
C
m
wn
et
b
@]
N
\,
i
il
(il
(]
1111
i

Dos n alunos de um coleglo cada um estuda pelo menos uma das trés
matérias: Matematica, Fisica e Quimica. Sabe-se que 48% dos
alunos estudam Matematica, 32% estudam Quimica e 36% estudam
Fisica. Sabe-se, ainda, que 8% dos alunos estudam apenas Fisica e
Matemaética, enquanto 4% estudam todas as trés matérias. Os alunos
que estudam apenas Quimica e Fisica mais aqueles que estudam
apenas Matematica e Quimica totalizam 63 estudantes. Determine
n.
FEResolucdom=EE===
Representando, respectivamente, por M, F e Q o0s conjuntos dos
estudantes de Matematica, Fisica e Quimica, podemos montar o
seguinte diagrama de Euler-Venn:

M F
8%

28% —x -y
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Aplicando o principio da inclus@o-exclusao:

n(MUFuUQ)=
=n(M)+n(F)+n(Q)-nMNF)-n(MnQ)-n(QNnF)+n(MnF NQ)
< 100% = 48% + 36% + 32% — (8% + 4%) — (X + 4%) — (y + 4%) + 4%
< X+Y+100%=100% < x+y =0%

Pelo enunciado temos que x + y representa um total de 63 alunos, de
modo que x + y ndo pode valer 0%, ou seja, temos uma contradi¢céo
no enunciado.

Dessa forma, é impossivel calcular o valor de n.

QUESTAO 28

. 3+x% x>0 ,
Analise se f:R>R, f(x)= ¢ bijetora e, em caso
3-x% x<0
afirmativo, encontre f':R - R
Resolucédo
Na&o é dificil verificar que f € bijetora pelo seu gréfico:
yA
1
1
\
\ f(x)=3+x?
\\ :X
\
1
1

Esta curva é composta pelos ramos direito da parabola 3 +x? (para

x >0) e esquerdo da parabola 3-x? (para x <0).

E facil ver que essa fungéo tem sua imagem igual a R, e por isso é
sobrejetora.
Além disso, se tomarmos um valor k qualquer do contradominio, pode-

se ver que existe apenas um elemento x do dominio tal que f(x) =k

(nd8o h& nenhuma linha horizontal que corta a curva em mais de um
ponto); desta forma a funcgao f € também injetora.

Como f é sobrejetora e injetora, ela é bijetora. Vamos entdo encontrar
suainversa, f™.

Tomando inicialmente um valor qualquer y >3 temos:
3+x’=y =>x=4y-3 ,lembrando que x>0

Tomando agora um valor qualquer y <3:
3-x*=y=x=—/3-y , lembrando que x <0

Podemos entdo escrever nossa f*(x):

fl(x)—{ X -3, Xx>3

—/3 =X, X<3

QUESTAO 29
Determine os valores de 6 <[0,27] tais que log,,,, e*"” >0.

Resolugao
Podemos reescrever a inequagdo do enunciado para comparer dois
logs de mesma base:

sen

log,y, €™ 2log, 1

Antes de comegar a resolver a inequagéo, vamos impor as condi¢des
de existéncia do logaritmo presente:

e e 50 & sempre verdadeiro (funcdo exponencial);

O ELITE RESOLVE ITA 2012 — MATEMATICA

» tg(06)>0 e tg(6)=1: iremos considerar estas condi¢des ao longo
da resolucéo.

Agora vamos resolver separando em dois casos:
1. Caso em que tg(6)>1:

Como tg(0)>1 temos que 0 e }%%[ U }5“4,3%[ )

Além disso, como a base do logaritmo é maior que 1, os logaritmos
sdo fungbes crescentes e podemos comparar os logaritmandos sem
trocar o sinal da desigualdade:

l0g, € 2 log, 1 €™ > 1= sen(0)>0=0<0<n

sen

Levando em consideragdo a interse¢do com as condi¢des anteriores,

temos que
% <0< % 1)

2. Casoemque 0<tg(0)<1:

Como 0<tg()<1 temos que 6 e JO,%[anﬁ%[ .

Além disso, como a base do logaritmo é menor que 1, o logaritmo &
funcdo decrescente e devemos trocar o sinal da desigualdade na
comparacao entre os logaritmandos:

log, € 2 log,, 1< ™" <1= sen(0)<0=n<0<2n

Levando em consideracdo a interse¢do com as condi¢fes anteriores,
temos que

sen|

TC<9<5% 2)

Tomando entédo a unido entre (1) e (2) temos o conjunto de valores
possiveis para ¢ €[0,27]:

bs b 57
A<6<A ou t<0O< A
QUESTAO 30
As retas r, e r, sdo concorrentes no ponto P, exterior a um circulo o.

A retar, tangencia » no ponto A e a reta r, intercepta  nos pontos B

e C diametralmente opostos. A medida do arco AC é60°e PA mede
V2 cm . Determine a area do setor menor de o definido pelo arco
AB .

Resolucao
De acordo com o enunciado, podemos montar a seguinte figura:

2

1

No triangulo AAPO, temos:

g PALR B o V6
OA 2 3 3
120° 1

— da area do

Assim, a area A pedida, que corresponde a =
360° 3

circulo de centro O e raio R, é igual a:

1 1 .(\/6]2@ n

A==.n-R’°=Z.1
3 3
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