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QUESTAO 1 Considere agora a soma das raizes e a soma das raizes multiplicadas 3
Sejamai=1—-i,a,=r+sieans =(r—s)+ (r+s)i(n>1)termos de ad:

uma sequéncia. Determine, em fungédo de n, os valores de r e s que
tornam esta sequéncia uma progressao aritmética, sabendo que r e s

s&o numeros reaise | =+/—1.

RESOLUCAO
Sabemosqueai=1—i,a,=r+siean1=(r-s)+(r+sji
Se a sequiéncia é uma PA, temos, fazendo q = razdo da PA:
g=ams1—an=(r—s)+(r+s)i—r—si=—s+ri
Pela formula do termo geral:
ahn=art+(n—1)g=r+si=(1-i)+(n—-1).(-s +ri) =
=[1-s(n-1) +i[r(n-1) - 1]
Dois niumeros complexos sao iguais se e somente se a parte real e a
parte imaginaria dos dois sao iguais. Assim, pode-se montar o seguinte
sistema:

r=1-s(n-1)
{s =r(n-1)-1
Substituindo a primeira equagao na segunda, temos
s=[-s(n=-N}(n-1)-1=(n-1)-s(n-1Y -1
s+s(n-1=n-2
s[1+(n-1%]=n-2

Assim,szl
1+(n—1)
2 2
r=1_S(n_1)=1_(n—1)(n—22)=1+(n—1) -(n ;3n+2)=
1+(n-1) 1+(n 1)
~1+n*-2n+1-n’+3n-2  n
) 1+(n- 1 14 (n 1y
Assim,r:#
1+(n =1y
Logo s = n-2 er = n
1+(n=1¢  1+(n-1y
QUESTAO 2

Considere o polindbmio
p(x)=x°-3x*-3x%+27x2? - 44x + 30
Sabendo que o produto de duas de suas raizes complexas € igual a 3-i

e que as partes reais e imaginarias de todas as suas raizes complexas
sdo inteiras e ndo-nulas, calcule todas as raizes do polindémio.

RESOLUCAO

O polindbmio p é de grau impar, assim, admite pelo menos 1 raiz real r.
Como os seus coeficientes sdo reais, sabemos que se p admite um
nimero complexo como raiz, entdo também admite seu conjugado.
Assim, podemos afirmar (de acordo com o enunciado) que, além de r, as
outras raizes sdo a+bi, a-bi, c+di e c-di, com a, b, ¢c e d inteiros nao-
nulos.

Sejam z; = atbi e z; = ct+di. Sabemos que o produto de duas raizes
complexas de p é igual a 3-i; assim, essas raizes ndo podem ser
conjugadas, pois do contrario esse numero seria real. Logo, podemos
afirmar que z1.z, = 3-i. Assim, temos (rela¢des de Girard):

P :$ =1.2020.29.2y =1.(24.25)(2,.25) =1(3=1)3+i)=10.r .

Assim, temos r = -3.

Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, podemos fatorar p em (x+3)(x*-

6x°+15x%-18x+10). Novamente, aplicando Girard ao polinémio de grau 4,

temos:

_10
1

Como a, b, ¢ e d sdo inteiros nao-nulos, entdo |z:>>1 e |zo/*>1. Além

disso, |z1]> e |zz|* também sao inteiros e 10 & divisivel por |z4]? e |z2f? ,

logo [z4]* = 2 e |zf* = 5.

P =(2129)(2,.2,) = |Z1|2|22|2 =(a®+b?)(c?+d?)

S=%=z1+z_1+22+z2 0]

18 - - — —_ -
S; = T =2724242p + 24292y +21.24.25 + 24252y = ()
=27,+52,+22,+52,=22,+2,)+5(z; +2,)=18
A soma de qualquer complexo com o seu conjugado é igual ao dobro de
sua parte real, assim, podemos montar o seguinte sistema:

z4 +z_1=2.a
o (1
Z,+2,=2C
2a+2c =6
10a+4c =18

Resolvendo esse sistema, encontramos a = 1 e ¢ = 2. Substituindo na
formula dos modulos, temos:

|z =2=a% +b? = b =1

Substituindo (IlI1) em (1) e (ll), vem {

|z =5=c2+d? = d ==1
Assim, temos (1+i), (1-i), (2+i) e (2-i) como solu¢des complexas de p(x).

QUESTAO 3
Um trapézio ABCD, de base menor AB e base maior CD, possui base
média MN. Os pontos M' e N' dividem a base média em trés segmentos
iguais, na ordem MM'N'N. Ao se tracar as retas AM' e BN', verificou-se
que as mesmas se encontraram sobre o lado CD no ponto P. Calcule a
area do trapézio M'N'CD em funcgao da area de ABCD.

RESOLUCAO

M/A\M’ N/B\N
VAN VRN

Como M'N’ é a base média do AABC

Logo: MN’ = %

Temos que MM’ = M'N’' = M'N’ = N'M = %
Como MM’ é a base média do A ADP.

Logo: PC =2NN'=2. % =AB

DC =DP + PC
DC = AB + AB
DC =2 AB

Area do trapézio ABCD

h h h
S =(AB+DC). — =(AB+2AB). — =3AB. —
agcD = (i ) > ( ) > >
Area do trapézio M'N’'CD
SM,N,CD:M.D = £+2AB _D:wh
2 2 2 2 8
Assim temos que:
AB
3—h
Sheco __ 2 - Sasco :3 AB h . 8
SM'N'CD 75AB h S|\/|'N'CD 2 5AB h
8
S 12 5
—ABCD - — =  Swmncp = —— Sascp
Sunco D 12
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UESTAO 4 r+ r+ r+y)!
Sei Q — Notar que y = y = (7)/)
ja D, = det(An), onde r riy!
(2 10 0 .. 0 0] ) y Y
12 10 0 0 UT(a);doZas nga(;zoesill) e (l):
- = z z
Aol T2 00 / " =log, z—log, x=log,| = |=3===y°
log, z—log, x=-1 X X
o 0o 0o 0 .. 2 41 Substituindo em (1), temos:
3 3
(100 0 0 .. -1 2] log, xy* —log, xy* =4= (log, x+3) - (1+3log, y) =4
Determine D, em fungdo de n (ne 1, n >1). Aplicando mudanga de base, temos:
RESOLUCAO

Paran =1, temos A = [2] e det(A1) =2. Paran = 2,

2 -1
temos A, :[ 1 2 J = det(A,)=3. Paran = 3, temos
2 -1 0
A;=|-1 2 -1|=det(A;)=4. Nota-se, portanto, que, para n=1,
0o -1 2

n=2 e n=3 vale a Lei: D,= det(A,)= n + 1. Considerando o principio da
inducao finita, suponha que a tese é validaaté n=k (D, =n+1,n=1, 2,
..., K). Assim, para k+1, temos:

2 10 ..0 2 1.0 .0
12 -1 .0 1.2 -1 .0
Aci=| 0 -1 2 0[=Dys=|0 -1 2 .. 0
0 0 0 .2 0 0 0 .2

Utilizando o teorema de Laplace para o calculo de Dy++, aplicado na
primeira linha, vem:

2 -1 .. 0 -1 -1 ... 0
-1 2 0 0 2 ..0
Dys =2 . . : =(=1). : I :
o 0 - 2 0 0 .. 2

O primeiro determinante acima é igual a D. O segundo pode ser
determinado por Laplace, utilizando a primeira coluna:

-1 -1 ... 0 2 -1 ... 0
0 2 .. 0 -1 2 ... 0
(ST )Y I
0o 0 .. 2 0 0 ... 2

Assim, temos:
Dys1 =2Dy +(-1).D, 4 =2(k +1) -k =k +2

Logo, temos Dw+1= = (k+1)+1, o que confirma nossa tese de inducao.
Assim, temos D,=n + 1.

QUESTAO 5

Determine os valores de x, y, z e r que satisfazem o sistema
r p—
C,,, =log, x

r+y

log, z=4+log, z

C),=log,z+log, z

r+y

onde Cn’? representa a combinagao de m elementos tomados pap e
log. B representa o logaritmo de B na base c.

RESOLUCAO

Do sistema, temos:

log, x =[r +y)
r

log,z-log,z=4

Iogxz+1:(r+yj:[r+yj:|ogyx
r y

log, x =

3
=a=>a+3-|1+—|=4=
log, y a
a=3
a=-1
O valor a=-1 nao satisfaz a equacgao (l), assim, temos a=3. Logo:
_ _ 3 _ b
log, x=3=x=y"=z=y

Pela equagao (1): [r + y] =3
r

Considerando o triangulo de Pascal, podemos notar que o nimero 3

aparece apenas em 31e(3
1 2

:>a2—2a—3=0:>{

Assim
r=1ey=2
r=2ey=1

O valor y = 1 ndo é conveniente, uma vez que y é base de um logaritmo.
Assim, temos x =8,y =2 e z = 64.

QUESTAO 6

Os angulos de um triangulo estdo em progressao aritmética e um deles é
solugédo da equagao trigonométrica

(senx +cos x)(sen’x —senxcos X + cos® x) = 1
Determine os valores destes angulos (em radianos).

RESOLUCAO

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:
2
sen2xj »

(sen® + 2senxcosx + cos?x) [1 -

sen2x

2
(1 + sen2x) (1 - j =1. Fazendo y = sen2x, vem:

2
<1+y)( —%j 1= (1+y)(2-y)P=4

= y®—3y? = 0 = y=0 ou y=3 (n&o convém).
y=0=sen2x=0=2x=kn, ke Z

x= KT ez
2

Como x pertence a um tridngulo, entdo 0< x < &, logo x = % . Sejam, ye

z os outros dois angulos do triangulo, entdo
X +y+z=n. Fazendo:
y=x+rez=x+2r,onderéarazao da PA, vem:
X+ (X+r)+(x+2r)=n
3z T
—+3r=z=r=—
2 6

Portanto, os angulos séo: ﬁ;ﬁ;ﬁ
6 3 2
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QUESTAO 7
Considere os pontos A(-1,0) e B(2,0) e seja C uma circunferéncia de
raio R tangente ao eixo das abscissas na origem. A reta ry € tangente a
C e contém o ponto A e a reta r, também ¢é tangente a C e contém o
ponto B. Sabendo que a origem n&o pertence as retas ry e r, determine
a equacao do lugar geométrico descrito pelo ponto de intersegéo de ry e
rp ao se variar R no intervalo (0,).

RESOLUCAO

A reta r; é tangente a C e passa por (-1;0), enquanto r, é tangente a C e

passa por (2;0). Assim, podemos escrever, a partir de
(r):y=m(x+1)=mx-y+m=0
(rp):y=n(x-2)=nx-y-2n=0

onde m e n sao, respectivamente, os coeficientes angulares de r; e ra.

Como C é tangente ao eixo das abscissas na origem, entdo seu centro é

(0; £R). Assim, podemos calcular R como a distancia entre o centro de C

e cada uma das retas. Logo:

Im R o
= (distancia entre o centro e r;)
vm? +1
R = \—Zn + R‘ (distancia entre o centro e ry)
n?+1

Assim:

[MJZ =R?

VYm? +1 N m2(1-R?)=+2Rm
[|2niR| z , n?(4-R?%)=¥4nR
—1] =R
Vn? +1

Como as retas ndo passam pela origem, temos m#0 e n#0, logo:

_ *2R _ ¥R
1-R? 4-R?
Dai, segue que, para R#1 e R#2, as equagdes de r; e r; ficam:
+2R
(r):y =——>(x+1)
L, F
)y =7 (x-2)

Dai segue que, na intersecgao:

+2R F4R
—(x+1= X—2
Sr = (x-2)

2
Resolvendo, temos X :?— ey =$g—R
R“ -2 R -2

(I

Fazendo x/y, temos:
R® | p_4x (I

32 R
Substituindo (Ill) em (Il) vem: y =¥ 4'(14%'j - 4'(4%)
o) )

Dai, temos 16x2? —16x — 2y? = 0. Completando quadrados, encontramos

2 2
4[x _%J _y7 =1, que é uma hipérbole, para todo R > 0, R#1 e R#2.

Como R>0, temos que quando R tende a 0 o valor de x € maximo e
tende a 0. Assim, deve-se considerar apenas um ramo da hipérbole,
com x<0.

Para R=1, temos r1: x = -1 e rpdada por (I). Logo, substituindo em

+12R  +12
Ty = =—Z -+
)iy = = =5 =%
Substituindo na equacao da hipérbole, temos que este ponto também
esta incluido na solugao.
Para R=2, temos r,: x = 2 e rydada por (l). Logo, substituindo em
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. +2R _
(r):y =m(x+1)=+4
Substituindo na equagéo da hipérbole, temos que este ponto também
esta incluido na solugdo, mas ndo no ramo considerado.

Portanto, o lugar geométrico dos pontos pedidos é:

2 2
4[x—1j Y1 e x<0},
2 2
QUESTAO 8
Considere um tetraedro regular de arestas de comprimento a e uma
esfera de raio R tangente a todas as arestas do tetraedro. Em fungédo de
a, calcule:

a) o volume total da esfera;
b) o volume da parte da esfera situada no interior do tetraedro.

RESOLUCAO

a) Como a esfera é tangente as arestas, seja d a distancia entre o centro
do tetraedro e o ponto de tangéncia, d = R. O centro do tetradro

/|

S —{(x,y)e R?

=

A distancia do centro do tetraedro até a face é igual a h/4. Assim pode-
se formar o seguinte triangulo.

A

nw
Q

w
PPN
[ ]

Por semelhanga, temos

R_3: \/E
4

a6 a
4

4 a2
Logo V, = —7R® === —=
3 24
b) Sabendo que o volume interior da esfera é Vi=Ve—4 V', onde V' é o

volume da calota esférica, e que \/ ' — ;12 (R _ hj , temos

hza«/E_ax/g_Ba\E—ax/g

4 12 12
e _24a° 122’3 _a® a’\3
144 6 12

V'=r h2.(R—hj
3

Vi=z (az_azx@J_{aﬁ_3aJ§_anj

6 12 4 36
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6 12 36

V'=rx [2_\/5}32.(6\/5“/6%

12 36

V'er (az_azx/g}[ga\/i—IBa\/EJra\/g]

v':”i‘s(12\5+2£—6£—3ﬁ)
\ 7[3. (9\/’ 4\/*)

432
_a'n2
V'= 9-4
432 ( \/7)
Vi=V -4V’
3
Vie @2y s (O 4302
24 432
vi @271 (9-443)
12 _2 9
Vi a®\27(9-18+8V3
C12 18
vi - &V2r(8J3-9
12 18
a\2r 8\/— 9
216
QUESTAO 9
Determine o conjunto solugdo S={(x, y) | x * y € N} da equagao
(x+y)K=xy
sabendo que k € um namero primo.
RESOLUCAO
xK+yK=xy

xy-xK-yK+K:=K?

x(y - K) - K (y - K) = K?

(y-K) (x-K)=K?

Como K ¢ primo, K2 s6 admite 1, -1, K, -K, K2 -K2 como divisores
inteiros. Assim:

12)

y-K:-K2:>y=k—K2
X-K=-1 X=-1+K
y—k=K2:>y=K2+K
X-K=1 X=K+1
22)
y-k=-1 y=K-1
_ _ 22 _ _ K2
X-K=-K X =K-K
y-K=1 y=k+1
2:> 2

x-K=K x=K*+K
39)

{y—K=K y = 2K
X -K =K N X = 2K
y-K=-K x=y=0
X-K=-K

QUESTAO 10

Sejam as somas Sg e S definidas por

O ELITE RESOLVE — MATEMATICA - IME 2006
S, =CP+CJ+CP+Cy +...+CI"

S,=Cl +C!+CI +C% +...+ CHn-/33

Calcule os valores de Sy e Si1 em fungdo de n, sabendo que [r]
representa o maior inteiro menor ou igual ao nimero r.
Sugestao: utilize o desenvolvimento em bindbmio de Newton

de [1 +cis 2—”)
3

RESOLUCAO

n-2
Vamos definir S, = C2 +05 +...+C, [ ] . Assim, temos que
S1+S,+S;3 = 2". Desenvolvendo o bindmio, temos:

n
1+cis 2Z =c? +Cr11.ci52—”+C§.cis4—”+...+cn cis 207
3 3 3 3
Porém:
cis0= C|56—— C|s12—”= =1
3 3

2r 87 14r

Cis=— =cis— =cis— =...
3 3 3

Ly 4 107 . 16rx
CiS— =CiS—— =Cis—— =....
3 3 3

Assim, temos:

n
(1 + cis%[j =S5, + S,.cis 23 +S, C|s4—” = ms%
Logo, temos o seguinte sistema:
S, + S, + S, = 2"
S + S cosz—” + S, cos4—” = cosM
3 3 3
S1sen2—” + S, senﬁ - sen”
3 3 3
Reescrevendo o sistema, temos:
Sy +S,+S, =2" (1)
S n oz
S, - = =cos—— I
0= 3 (i
EIRES V3 _5: V3 V3 —sen2Z ()
2 2 3
2 nn
De (lll) temos: S; =S¢ - — sen — (V)
N
Fazendo (1) - (Il) = % +% =2" - cosn?n ()

Substituindo (IV) em (V) temos:

nm

< senT :381-isennn:2“—cos—
NE) 3 V3 3

Substituindo o resultado em (1V) temos:

n
2 :z__icosm_ésenn_n
3 3 3 3 3

Substituindo ambos em (I) temos:




