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MATEMATICA

QUESTAO 01
O segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma Progressao
Aritmética (PA) de numeros inteiros, de razao r, formam, nesta ordem,

uma Progressdo Geométrica (PG), de razdo g, com q e r € N*

(natural diferente de zero). Determine:

a) o menor valor possivel para arazdor ;

b) o valor do décimo oitavo termo da PA, para a condigao do item a.
Resolucéo

a) Sendo (a1, a,, a,, ) a progressao aritmética, sabe-se que os
termos a,, a, e a, formam, nessa ordem, uma progressao
geométrica. Assim:
8 =a,-a, < (a+6r) =(a+r)-(a+26r)

a’+12ar +36r° =a’+27ar +26r° < 2r* = 3ar

Como r =0, segue que:
2r? =3ar < 2r = 3a,

Como tanto a, quanto r devem ser nimeros inteiros, com r positivo, os
menores valores que satisfazem a expressao acima sao:

r=3
a=2

Assim, o menor valor possivel parar é .

b) Temos que:
a,=a,+17r =2+17 -3 & |a,, =53]

QUESTAO 02
Os numeros reais positivos X1, X2 € X3 sd0 raizes da equagéo

x® —ax? :a"—gx , sendo b e IN (natural), a € IR (real) e a = 1.

Determine, em fungéo de a e b, o) valor de

X12+X22+X32
Ioga[x1x2x3(x1 +X, +X;) } :

Resolucao

Por hipétese, a equagdo dada pode ser escrita como

b
x®—ax®+=x-a"=0.
2
As relagdes de Girard para essa equagao sao:
X;+ X, + X, =@

b
XXy + XX + XXy = =

XX Xy ="

Seja E o valor do logaritmo dado, entéo:
2 X 2+X 2 b
E= Ioga[x1x2x3(x1 + Xy + X, )T } =
E=b- [Ioga XXX + (X +%,° + %% -log, (X, + X, + xs)J
Precisamos obter x> +x,> +X,” .
Usando a igualdade:
(X X + X, ) = X2 4 X7 4 X%+ 2(X Xy + XX + X,Xs)

e as relagdes de Girard acima, concluimos que X2 +X,” +x,>=a’*-b .
Portanto,

E=b. [Ioga XXoXs + (X 4%, +%%)-log, (X, + X, + xS)J =

E-= b-[logaab +(a? —b)~|ogan= b(b+a* —b):.

QUESTAO 03

Os angulos de um tridngulo obtusangulo séo 105°, a e B. Sabendo que

meR (real), determine:
a) as raizes da equagao

3secx+m(\/§cosx—3senx):3003x+\/§senx ,

em fungao de m;
b) o valor de m para que o e p sejam raizes dessa equagéo.
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Resolucgao
A figura a seguir representa a situagéo descrita:

C
105°

A <L PN

a) Para cosx =0, podemos trabalhar com a equagéo, e passo a
passo, temos:

3secx+m(\/§cosx—3senx)=3cosx+\/§senx =

m(v/3cosx —3senx)=3cosx — 3 +/3senx <
cos X
2 —
m(chosx—3senx)=§489§3149+ 3senx <
coS X
—3sen’x

m(+/3cosx —3senx) = ++/3senx &

senx

m(ﬁcosx—Ssenx): i (\/§cosx—3senx)<:>
COS X

(%— m)(\/§cosx —3senx) =0
COS X

Para que a expressao acima seja verdadeira, entdo necessariamente

Na

tgx=m ou tgx:?e

ou|x=30°+k-180°| com k eZ

b) Para que tenhamos as raizes da equagao acima como os angulos
internos do tridngulo dado, um dos angulos internos deve ser igual a
30°, de acordo com a resolugéo do item anterior (o Unico valor entre 0°
e 180° que satisfaz x =30°+k -180° ).

Fazendo, por exemplo o =30°, segue que o outro angulo deve ser:

|x =arctg(m)+k -180°

B =180°-(105°+30°) = 45°
Assim:

45° =arctg(m) © m =1g45° <

QUESTAO 04
Seja o nimero complexo Z=a + bi,comaeb e IR (real) e i _JT.
3 _ 2
Determine o médulo de Z sabendo que a”=3(1+ab )_
b* =3(a’b - 1)

Resolugao
Olhando para o sistema em a e b, temos:

a® =3(1+ab?) a®-3ab’=3
{bs =3(a’h-1) {b3 -3a’h=-3
Tomando entdo o niumero complexo Z = a + bi e o elevando ao cubo
temos Z° =(a+bi)’ =a’ - 3ab? +i (3a%0-b°).
Substituindo  os
(a+bi) =3+3i|.

valores obtidos no sistema, temos que

Portanto, o modulo de Z° é ‘23‘ =32 +32 =18 , e, finalmente:

2 e = [z~
QUESTAO 05

Uma piramide regular triangular apresenta um volume V. Determine o
raio da circunferéncia circunscrita a uma das faces laterais da piramide
em fungdo de V, sabendo que o angulo do vértice vale 30°.
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Resolucédo
Seja a piramide ABCD abaixo, como especificado no enunciado:

D

Seja a face formada pelo AABD na figura anterior e R o raio da
circunferéncia circunscrita solicitado:

A

Pelo Teorema dos Senos, temos:

I
=2R=2I=2R = 1
sen30° M

30°

Da primeira figura e da equagéo (1), temos que

2
\Y :LABh:l| \/g-h:> h= v
3 3 4 R23
Além disso, pelo teorema dos cossenos no triangulo ABD:

Na

|2:|_2+L2—2.|_.|_.cosso°:R2:2L2—ZL2.73:R2:L2(2—J§):>

=12= R’ = L2=R2(2+\/§)

2-43
Agora, sabendo que AH :%-%:?, temos, no triangulo ADH,

que

2
AH2+HD2—AD23(I\:/3§J +h?=*=

R? 144.v? 2
:?+ IR =R (2+\/§)

Multiplicando os dois lados por 3-R*:
R®+144.V? =3R°(2+3) =

3R6-(3«/§+5):144-V2:
. 144?244 V?.(3V3-5)

(3v3+5) Zz

=R =g[72.v? .(3\/5—5)
QUESTAO 06

E dada uma parabola de parametro p. Traga-se a corda focal MN, que
possui uma inclinagdo de 60° em relagdo ao eixo de simetria da
parébola. A projecdo do ponto M sobre a diretriz € o ponto Q, e o
prolongamento da corda MN intercepta a diretriz no ponto R.
Determine o perimetro do triangulo MQR em fungéo de p, sabendo
que N encontra-se no interior do segmento MR.

=72-v2.(3J§—5):>
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Resolucgao
Por hipétese, podemos montar a seguinte figura:

v

o 3________________1113_____

R P

o

Definindo o pardmetro da parabola como sendo a distancia entre o
Foco (F) e a reta diretriz d, temos trés triangulos retangulos:

AMFF’, AMRQ e AFRP.

Por trigonometria no tridangulo AFRP, temos:

sen30° = % < FR =2p e por Pitagoras, PR =+/3p

Como o quadrilatero PQF’F é um retangulo, FP =F'Q=p.
Da definicdo da pardbola, MQ=FM (a distancia de um ponto

qualquer da parabola ao foco € igual a distancia deste mesmo ponto a
reta diretriz).
Chamando FM =x , temos que MQ =MF'+QF =X < MF'=x-p.
No AMFF’, temos:
MF' x-p 1
1. sen30° =——= =— < x=2p,logo MQ=2p.
MF X 2 P.logo MQ=2p
2. Por pitagoras, FF'= \/gp , logo PQ = \/§p .

Portanto, o perimetro do triangulo MQR é:
MQ +MR +QR = 2p +4p + 24/3p :2(3+J§)p

QUESTAO 07
Sejam r e s e, Z (inteiro). Prove que (2r + 3s) é mudltiplo de 17 se e
somente se (9r + 5s) é multiplo de 17.

Resolucgao

Por hipétese, temos que 17 |17r +17s,Vr,seZ.
Provando aida:
Se 17|2r +3s entdo 17‘4~(2r +3s), ou seja, 17\8r +12s.

Como 17 divide 17r + 17s e divide 8r + 12s, entdo 17 divide a
subtragao deles. Logo, 17 divide 17r + 17s — (8r + 12s) = Or + 5s.

Provando a volta:

Se 17 divide 17r + 17s e divide 9r + 5s, entdo 17 divide a subtragéo
deles.

Assim, 17 divide 17r + 17s — (9r + 5s) = 8r + 12s.

Portanto, temos: 17 |8r +12s =17 |4(2r +3s).

Como 17 é um nimero primo, e divide um produto, entdo 17 divide
algum fator desse produto (podendo ser os dois fatores). Como 17 nédo
divide 4, entdo 17 divide 2r + 3s, o que prova a volta.

Assim fica demonstrado que 17 |2r +3s < 17|9r +5s,Vr,s e Z.

QUESTAO 08
Calcule as raizes de f(x) em funcdo de a, b e ¢, sendo a, b, c e
xeR (real) e

o 0O X o
Q X O T
X 9 T O
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Resolucédo
Pelo teorema de Jacobi, fazendo a primeira linha receber a soma das
outras trés linhas:

x a b c
b
O T A PN
b ¢ x a
c b a x
x+a+b+c x+a+b+c x+a+b+c x+a+b+c
a c b
f(x)= X P
b [ X a
c b a X
171 11
a x c b
f(x)=(x+a+b+c)-
b c x a
c b a x
Pela regra de Chié, aplicada ao elemento a1:
Xx—-a c-a b-a
f(x)=(x+a+b+c)-c-b x-b a-b
b-c a-c x-c
Pelo teorema de Jacobi, somando a segunda linha na primeira:
x—-a-b+c x-a-b+c 0
f(x)=(x+a+b+c):| c-b x-b a-ble
b-c a-c X—-C
1 1 0

f(x)=(x+a+b+c)-(x—-a-b+c)-c-b x-b a-b
b-c a-c x-c

Pela regra de Chid, aplicada ao elemento a1:
Xx—c a-b

f(x)=(x+a+b+c)-(x—a-b+c)-
a-b x-c

Pelo teorema de Jacobi, somando a segunda linha na primeira:
X+a-b-c x+a-b-c
a-b X—C
1 1
-b x-c

f(x)=(x+a+b+c)-(x—a-b+c)-

f(x):(x+a+b+c)~(x—a—b+c)-(x+a—b—c)~‘a =S

f(x)=(x+a+b+c)-(x—a—-b+c)-(x+a-b-c)-(x-a+b-c)
Assim:
f(x)=0<=

(x+a+b+c)-(x—a-b+c)-(x+a-b-c)-(x—a+b-c)=0<

x=-(at+b+c)|oulx=at+b-clou[x=-a+b+c|ou[x=a-b+c|

QUESTAO 09
Considere uma reta r que passa pelo ponto P(2,3). A reta r intercepta
a curva x*> — 2xy — y? = 0 nos pontos A e B. Determine:
a) o lugar geométrico definido pela curva;

b) a(s) possivel(is) equacao(des) da reta r, sabendo que PAPB=17.

Resolucéo
a) Podemos reescrever a conica dada na forma x* -2xy -y =0 <

x?—2xy +y? =2y® < (x 7y)2 = (\/Ey)z )
Assim, temos duas possibilidades:

xoy=v2y | y=(~2-1)x
(v =(2y) ol o e o '
x-y==2y [(t,) y=(—\/§—1)x

Logo, o lugar geométrico descrito pela curva é o conjunto formado por
duas retas perpendiculares representadas no gréafico a seguir (t, Ut, ):
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Y

-2

-3
b) Por hipotese, as retas que passam por P(2,3) tém equacdes da
forma: (r) (y-2)=m(x-3).

Podemos montar o grafico a seguir:

¥

p
3 y-3=m(x-2)

-2

_34

Assim, temos as seguintes situagdes:

1. Os pontos A e B pertencem as retas da conica e a reta dada, ou
seja: A=rnt, e B=rnt,.

Resolvendo os sistemas para obter cada ponto, temos:

| 2m-3 (2m—3).(—«/§—1) om-3 (2m—3).(\/§—1)_
Im1+42 m1+42 m+1-+v2"  m+1-+/2 ’

2. Calculando as distancias PA e PB , temos:

PA= [ 2m-3 2]: (2m-3)(~2-1)

(—5—2\/5)2 +mz(—5—2«/§)2

mi1ev2 m-+1+42 (m+1+\/§)2
= PA= w = PA=(5+2J§) (LH)Z
(m+1+\/§) (m+1+\/§)
a3 ¢ [(m-3)(2-) (5+22) +nt(-5+2/2)
B (m+17x/§ _2j i m+1—+2 - :\/ (m+1—x/§)2

( +1)(5-2/2)
(m+1—«/§)2

Multiplicando as distancias, temos:

= PB= = PB:(572\/§) 1

PA-PB=(5+2/2) | —— .

PA-PB=17 | — L
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Como PA-PB =17, temos:
e +2m-1=1+n?

2
&)2=17<:>\/(mz+2m—1)2 =\/(1+rr12)2 =N ou
(mz +2m71) m? +2m—1=—1—n?

17

Portanto, as solugdes das equagbes sao:
n? +2m—-1=1+m’ <2m=2<m=1
ou .
m? +2m—-1=—1-n? <2 +2m=0<=m=0 ou m=—1
Substituindo os possiveis valores de m encontrados na equagao
(r) (y-2)=m(x-3), obtemos as seguintes retas:
m=0 = y=3;
m=1 = y=x+1
m=-1= y=-x+5.
Como a equagéo (r) (y-2)=m(x-3) nao cobre o caso da reta
perpendicular ao eixo das abscissas que passa por P, verifiquemos se
a equagdo x =2 atende as condi¢des do enunciado:
PA=ly, -y, = PA=[3-(V2-1)(2) = PA=5-2/2.

PB =y, - ys| = PB:‘3—(—\/§—1)(2)‘ = PB=5+2V2.
Calculando o produto PA-PB, temos:
PA-PB=(5-2V2)-(5+2V2) = PA-PB=17,

também é uma equacao possivel para r. Logo, as equagdes possiveis

para r sao:
x=2,|y=3|,|y=x+1|ou y=-X+5]|

QUESTAO 10
Os nove elementos de uma matriz M quadrada de ordem 3 s&o
preenchidos aleatoriamente com os numeros 1 ou —1, com a mesma
probabilidade de ocorréncia. Determine:
a) o maior valor possivel para o determinante de M;
b) a probabilidade de que o determinante de M tenha este valor
maximo.

Resolucao
a) Considere (x;y;z) uma terna ordenada cujas coordenadas valem -1

portanto X =2

ou 1. Temos 2 x 2 x 2 = 8 pontos possiveis em R® que satisfazem tal
condigdo. Observe que a representagdo desses pontos num sistema
de coordenadas cartesianas € um cubo cujo centro € a origem.

C (-1;15-1) B (1;1;-1)

(i1:1) A1)

E (-1;-151) F (1;-1;1)

A partir do produto vetorial misto, sabemos que se (x,Y,z),
(X5,¥2,2,) € (X,3,Y5,2;) s@o vetores entdo o modulo do determinante
1 Yo 4

, Y, Z,| representa o volume do paralelepipedo determinado por
X3 Y3 Zg

tais vetores.

X
X

Com isso, segue que, escolhendo os vértices do cubo, nado
precisamos analisar todos os casos, uma vez que todas as possiveis
rotagbes destes vértices em torno da origem irdo produzir sélidos
semelhantes, portanto com mesmo volume e, consequentemente, os
madulos dos determinantes destes casos serdo os mesmos.
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Temos entéo trés casos:
1) Escolhem-se trés vértices na mesma face.
11 1
Usando A, B e C temos |1 1 —-1=4. Note que, trocando duas
-1 1 -1
linhas desse determinante de lugar entdo obtemos o valor -4, de modo
que escolhendo trés vértices distintos entdo os possiveis valores para
o determinante sdo 4 e -4. Note que rotacionando o sélido formado
usando os vértices A, B e C obtemos os soélidos formados por ABD,
ACD, BCD etc.
2) Escolhem-se exatamente dois vértices na mesma face
Caso dois sejam colineares com a origem ou entdo os trés vértices
escolhidos sejam coplanares com a origem ndo teremos um sélido
formado e sim uma figura plana. Nesse caso o volume sera nulo, de
modo que o determinante sera zero.
Caso as situagdes anteriores ndo ocorram, os possiveis valores do
determinante serdo 4 e -4. De fato, os possiveis sélidos seriam
formados por rotagdes do solido determinado por ACE, cujo
1 1 1
determinante é |-1 1 -1=4. Novamente, trocando duas linhas
-1 -1 1
desse determinante de lugar, seu valor muda de sinal, de modo que
obtemos assim o valor -4.
Observe que se um mesmo vértice é escolhido duas ou trés vezes
entdo o determinante é nulo, uma vez que sera formado por duas ou
trés linhas que s&o iguais. Esses casos ndo foram considerados
anteriormente porque ndo geravam sélidos. Desse modo, segue que
os determinantes tém apenas valores iguais a -4, 0 ou 4, de modo que
0 maior valor do determinante é 4.
b) O total de modos que temos para escolher os trés pontos e
consequentemente as trés linhas do determinante é dado por
8% =512 modos. Os casos do determinante nulo sdo:
1) os trés vértices escolhidos séo iguais: 8 possibilidades.
2) dois vértices escolhidos s&o iguais e um é diferente: nesse caso
temos um total de 8 x 7 x 3 =168 possibilidades.
3) os trés vértices escolhidos sdo diferentes: nesse caso o
determinante sera nulo se dois vértices forem colineares com a

4
origem, o que é dado por 6 x (3} x 3!=144 .

Assim, o total de casos com determinante nulo é 8 + 168 + 144 = 320.
Temos entdo que 512 — 320 = 192 casos tém determinante igual a

+4, donde segue que % =96 tem determinante igual a 4. Assim, a

probabilidade do determinante ser maximo € dada por % = % .
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