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PRE-VESTIBULAR
O ELITE RESOLVE IME 2010 — MATEMATICA - DISCURSIVAS
_ MATEMATICA Resultado Probabilidade| ReS12095 | propapilidade | ReS112908 | propabilidade
QUESTAO 01 Dado 1 [de ocorréncia pDado 5 de ocorréncia pDado 3 de ocorréncia
Sejam os conjuntos P, P,, S, e S, tais que (P,NnS,)cP,, ] 6 123.4 o6 Um tnico "
oub resultado,
(RNS,)cP, e (S,nS,)c(PUP,). 2 176 1,2,30u4 /6 dependendo 16
3 1/6 1,20u3 3/6 do resultado 1/6
Demonstre qije (S:nS,) = (P,NP,). 7 76 Tou2 /6 dos dados 1 176
Resolucédo e 2,uma
Seja x e(S1 mSZ). Pela definicdo de intersecgéo () de conjuntos, s 6 1 6 ﬁiﬂtﬁg 6
segue que xeS, e xeS,. deste dado
e asoma
Além disso, como (S,nS,)c=(P,UP,), isto é, sendo (S,NS,) um dos demais.
6 1/6 Nenhum 0 Nenhum 0

subconjunto de (P,uUP,), entdo todo elemento de (S,NS,) &

também elemento de (P, UP,).Como x &(S,NS,)=xe(P,UR,).

Por outro lado, pela definicdo de unido () de conjuntos, temos que
xe(P,UP,)=>xeP, ou xeP,.

Analisemos cada uma dessas duas possibilidades:

() xeP,:

P
= =xe(P,NS,)

. X
Nesse caso, temos simultaneamente {
X €S,

Como, por hipotese, (P,NS,)<P,, temos que x(P,NS,)=XxeP,.

Assim, como x P, e x eP,, segue que x(P,NP,).
() xeb,:

P
‘=xe(P,NnS,)

1

) X e
Nesse caso, temos simultaneamente {
X e

Como, por hipétese, (P,NS,) =P, , temos que x e(P,nS,)= xeP,.

Assim, como x P, e x eP,, segue que x e (P,NPR,).

Observe que, em qualquer um dos casos, tomando um elemento x
arbitrario no conjunto (S,NS,), mostramos que ele necessariamente

pertence ao conjunto (P, NPR,),isto &, x(S,nS,)=xe(P,NP,).
Isso é equivalente a afirmar que (S,nS,)c(P,nP,), como
queriamos demonstrar.

QUESTAO 02
Trés dados iguais, honestos e com seis faces numeradas de um a seis
sdo langados simultaneamente. Determine a probabilidade de que a
soma dos resultados de dois quaisquer deles ser igual ao resultado do
terceiro dado.

Resolucéo
Solucéo 1:
As possiveis configuragbes em que o primeiro dado tem como
resultado a soma dos resultados dos outros dois dados so:

142 1+3 12“;
22141, 321 7% 421242, 51"
241 342

3+1
4+1

Observe que temos um total de 1+2+3+4+5=15 casos possiveis
para que o resultado do primeiro dado seja a soma dos resultados dos
outros dois.
De maneira analoga, também poderiamos ter o resultado do segundo
ou do terceiro dado como soma dos resultados dos outros dois. Assim,
existe um total de 3-15=45 casos possiveis.
Sendo o numero de elementos do espago amostral dado por
6-6-6 =216, a probabilidade pedida é:

45 5

216 |24

p

Solugéo 2:

Veja a tabela dos possiveis resultados, considerando o resultado do
Dado 3 como a soma dos dados 1 e 2. Note inicialmente, que, para
que isto seja possivel, a soma dos resultados dos dados 1 e 2 deve
ser menor ou igual a 6:

Assim a probabilidade de o resultado do dado 3 acima ser a soma dos
resultados dos dados 1 e 2 é dada por:

_1(5+4+3+2+1) 1 5
Ptz (Tj 6 72
Considerando que o exercicio pede a probabilidade de o resultado
de qualquer dado ser a soma dos resultados dos demais, a

5 5

probabilidade solicitada €: p=3xp, =3x

72 24

QUESTAO 03
Considere as hipérboles que passam pelos pontos (-4,2) e (-1,-1) e
apresentam diretriz na reta y = -4. Determine a equacgéo do lugar
geométrico formado pelos focos dessas hipérboles, associados a esta
diretriz, e represente 0 mesmo no plano cartesiano.

Resolucao
Por hipotese, a excentricidade de uma conica é definida por e ::P—’F ,

P.d

onde F é um dos focos da conica, d é a reta diretriz e P € um ponto
qualquer da conica. Chamando de F(x,y) os focos dessa hipérbole, a
reta diretriz dada por y + 4 = 0 e usando a definicdo de excentricidade
para cada ponto dado, temos:
1) P(-4,2):

e:dp—’F: \/(x+4)2 +(y—2)2 _ \/(x+4)2 +(y—2)2 .
dp 4 [2+4| 6 ’
2)P(-1,-1):
e—dP—'F— \/(x+1)2 +(y+1)2 ~ \/(x+1)2 +(y+1)2
Cdpg |-1+4| - 3 '
Como os pontos pertencem a uma mesma conica, a excentricidade &
a mesma. Logo:

\/(x+4)2 +(y—2)2 \/(x+1)2+(y+1)2
6 - 3
4(x2+y2+2x+2y+2):x2+y2+8x—4y+20c>

<

x2+y2+4y—4:0<:>(x2+y2+4y—4)+8:8c>x2+(y+2)2:8,

que é uma circunferéncia de centro C(0, —2) e raior = 24/2 .
Além disso, a excentricidade da hipérbole € maior que 1, de modo
que, a partir das duas expressodes da excentricidade, temos:

(x+4)2 +(y—2)2

>1e (x+4)2+(y—2)2 >6

6
o (x+4)P+(y-2°>6% (1)
2 2
L:W>1© (x+1)2+(y+1)2 >3

@(x+1)2 +(y+1)2 >32 (2)
Desse modo, devemos excluir todos os pontos que nao satisfazem (1)

e (2). Entretanto, como essas expressdes sdo equivalentes
(representam a mesma excentricidade), a condicdo fica restrita a

(x+1)2 +(y+1)2 >9 . Assim:
2 2 2 2
(x+1)"+(y+1) >93 X2 +y°+2x+2y-7>0
x2+(y+272 =8 X% +y? +4y-4=0
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®2x—2y—3>0®y<x—%

3 . .
Interceptando a reta y = x —3 com a circunferéncia:

=x-3/2 2
y2 5 :x2+(x—§+2j =8:2x2+x—ﬂ=0
X +(y+2) =8 2 4
X_—113ﬁ
4

Além disso, como o raio € maior do que 2, a reta diretriz intercepta tal
circunferéncia. Assim, devemos eliminar os pontos de intersecgéo, ja
que os focos ndo pertencem a reta diretriz. Logo, devemos eliminar os
pontos nos quais y = — 4.

x2+(y+2)2 =8
y=-4

Sx+4=8ox=4ox=12.

Portanto, o lugar geométrico em questdo € um arco de circunferéncia
de centro C(0, — 2) eraio r = 2\/5 , limitado superiormente pela reta

—1—3\/7,—7—3\/7]
YR :

3
y=x-2. excetuando-se os  pontos 2

1437 -7+3\7
4 4

plano cartesiano é a seguinte:

] , (2, —4) e (- 2, — 4), cuja representagdo no

QUESTAO 04
Seja x o valor do maior lado de um paralelogramo ABCD. A diagonal
AC divide A em dois angulos, iguais a 30° e 15°. A projecdo de cada
um dos quatro vértices sobre a reta suporte da diagonal que ndo o
contém forma o quadrilatero A’'B’C’D’. Calcule o perimetro de AB'C'D’.
Resolucédo
Observe a figura:

Vamos chamar de y o comprimento do menor lado do paralelogramo.
AD =BC =x

De acordo com a figura, temos entao: .
AB=CD=y

Aplicando a lei dos senos no triangulo AABC, sendo
med(ACB) =15° :
AB__ BC _ y _x 6 -2 .
sen15°  sen30° [JE - \/EJ (1) 2
4 2

O ELITE RESOLVE IME 2010 — MATEMATICA - DISCURSIVAS

No triangulo AAB'B , retdnguloem B':

V3 [ﬁ‘ﬁj-x-ﬁ:fﬁ‘ﬁj-x

AB'=y-cos30°=y.—=

2 2 2 4
BB'=y.sen30°=Y — o -2 - X
2 4
No tridngulo AAD'D , retdnguloem D':
AD'=x-cos15°=[\/gZ\/§]~x
Assim:
B'D':AD'—AB':(\/gzﬁj-x—(3\/§4_ J [Jg;/i]_x:y

:>MB':MD':B2D =

N <

6) ,_
(fo-\2
(2

Isso mostra que BB'=MB'e, portanto, o triangulo retangulo AMB'B
é isosceles, isto &, med(BI\A/IB') =med(M I§B‘) =45°.

Como conseqiiéncia, o triangulo AAA'M , retangulo em A', também é
isosceles, Eie modo que AA'=MA".

Note que no tridngulo retdngulo AAA'B , temos que:
med(A'AB) = 45° — 30° = 15° =
2

AA'=y -cos15°=
2 4

Como AA'=MA', segue que MA' :g .

Aplicando a lei dos cossenos nos triangulos AB'MA' e AD'MA',
sendo med(B'l\A/IA'):45° e med(D'MA'):135° , vem que:
{(A'B')Z = (MA")" +(MB')* -2 MA" MB" cos 45°

=
(A'D')’ =(MA")’ +(MD')* ~2-MA"MD" cos 135°

(A-B-y{;JZ[@;JEI.Xz_z,@,[ﬁgﬁ}xf

(A-Dv)z{;f{@;ﬁf.Xz_z,(;j,(ﬁgﬁj,x_(_

NI

|

oyt - B (2 i)
Y~ 2 X2
(A'DY) =
A'B'={\/§2_1]x
A'D':—2~x
2

C'D'=A'B'=[\/§_1]~x

B'C'=A'D'=

Pela simetria, tem-se ainda:
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Finalmente, o perimetro do quadrilatero (paralelogramo) A'B'C'D' é

igual a:
A'BI+B'CI+CIDI+A'DI:2.{[\/§Z_1J-X+’\/25.)(}3
A'B'+B'C'+C'D'+A'D'= (J§+J— )
QUESTAO 05

A area da superficie lateral de uma piramide quadrangular regular
SABCD ¢é duas vezes maior do que a area de sua base ABCD. Nas
faces SAD e SDC tragam-se as medianas AQ e DP. Calcule o angulo
entre estas medianas.
Resolucéo

Estabelecendo um sistema de coordenadas tridimensionais, como
indicado na figura a seguir, e chamando o lado do quadrado da base
da piramide de w, temos:

/.
A%

v

C

As coordenadas dos vértices da base quadrada sao:

A=Y Wol B=[-WWol c=[-W Yolep=|[W _Wol.
2 2 2 2 2 2 2 2

De acordo com o enunciado, a area da superficie lateral € o dobro da
area da base:

w-SM

x4=2-w>=SM=w

Sendo h a altura da pirdmide, no tridngulo ASOM , retangulo em O,
aplicamos o teorema de Pitagoras:

h? J{ﬂjz =w?=h :M
2 2
. w3
Assim, temos as coordenadas de S =(0,0,h)=|0,0, — | de modo

que as coordenas de P e Q, pontos médios dos segmentos SC e
SD , respectivamente, sdo dadas por:

S+C [W WW\/_J Q_S+D (W WW

2 | 444

p=

Os vetores DP e AQ, por sua vez, serdo dados por:

Finalmente, lembramos que o produto interno u-v entre dois vetores
U e v se relaciona com o angulo 6 entre esses vetores por:

O ELITE RESOLVE IME 2010 — MATEMATICA - DISCURSIVAS

u-v

ﬁ~\7:|ﬁ|-|\7|-0036:0036:

c
<\

Assim, calculando cada termo separadamente:

) (D)

DﬂJ(—srmwwfw

Substituindo:
- 3w?
coso= 2P AQ__ 16 3 =0 arccos(ij
‘DPHAQ‘ 13 wJ_ 13
4
QUESTAO 06
y2+z% xy Xz
Demonstre que a matriz Xy x? + 22 yz ,onde x,y,zeN,
Xz yz  x*+y?

pode ser escrita como o quadrado de uma matriz simétrica, com trago
igual a zero, cujos elementos pertencem ao conjunto dos numeros
naturais.

Obs: Trago de uma matriz € a soma dos elementos de sua diagonal
principal.

Resolugao
y2+z2 xy Xz a ab
Seja M=| xy x*+z° yz |, e S=|a B c| a matriz
Xz yz X +y b c vy
simétrica tal que S* =M, com {a,b,c,a,B,7} cN={0,123,...}.
a=0
Sendo o trago de S igual a zero, temos: a+B+y=0=<p=0, pois
v=0

sendo o, B e y trés ndmeros naturais (portanto ndo-negativos), a

Unica possibilidade de a soma deles ser nula é quando os trés forem
simultaneamente nulos. Assim, a matriz S fica reduzida a:
0 ab
S=|la 0 c
b c O
Impondo a relagdo S* =M , temos que:

0 a b][0 a b] |[y?+2z® xy Xz
S.S=M=|a 0 c|-|la 0 c|=| xy x*+2* vyz |=
b c 0|/|bc O Xz yz  x*+y?
a’+b?> bc ac y2+z2  xy Xz
bc a?*+c¢® ab |=| xy x*+z® yz
ac ab  b?+c? Xz yz  x*+y?
a=z
Tomando {b =y, temos a igualdade verdadeira e, portanto, a matriz
c=X
0 z vy
S=[z 0 x| étal que S?=M . Isto significa que a matriz M pode
y x 0

ser escrita como quadrado de uma matriz simétrica, com entradas
naturais e traco igual a zero, como queriamos demonstrar.
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QUESTAO 07
Considere o conjunto de numeros complexos E = {a+ ba)} ,ondeaeb

s&o inteiros e @ =cis(27/3). Seja o subconjunto U ={a cE/38<E

no qual af =1} . Determine:

a) Os elementos do conjunto U.
b) Dois elementos pertencentes ao conjunto Y = E — U tais que o
produto seja um numero primo.

Resolucédo
a) Primeiramente vamos mostrar que se of3 =1entao &B =1.
Seja 0L=a+bco=a—9+ by3i e [3=c+dco=c—g+d\/§I .
2 2 2 2

Entéo aB:(a—Zj.(c—Z}u\f{d (a—gj+b~(c—%ﬂ—¥.

Como ap =1, entéo:

Calculando oTB , obtemos:

TR g

2 2 2 2 2 4

Note que: Re(&ﬁ):Re(aB)ﬂ e Im(oTB):—Im(aB):O, portanto,
temos: ap =1, logo:

(aB)-(ap)=1-1=1< aofp=1

Desenvolvendo co. e considerando que, para que ae€U, a e b néo
podem ser simultaneamente 0, caso contrario o =0 = off = 0.

2 2
aa:(a—g] +[b\2/§J =a’—-ab+b?.

Note que a?-ab+b?>1Vva,beZ, uma vez que se considerarmos a

(equacgao 1)

fungdo f(a)=a?-ab+b?%abeZ é facil observar que essa fungdo é
sempre ndo negativa, uma vez que A =-3b’<0 e a sua concavidade
é para cima. Logo f(a)>0,além disso, f(a)=0se e somente se
A=0=b=0e a =0, o que contradiz com a condigdo de a e b ndo
poderem ser nulos simultaneamente, portanto, f(a) > 0. Como f(a) é
inteira, uma vez que é uma fungao de inteiros, entdo: f(a) = 1.
Logo temos que f(a)=a’-ab+b*>1vVabeZ/acU
Analogamente, desenvolvendo BB, temos (note que se o € U entéo
B € U, nas condi¢des dadas, pois aff = fo = 1):

d

2 2
ﬂﬂ:(c—aj +(d\2/§} =c’-cd+d’21vedeZ/pfeU

Substituindo na equacgao 1, obtemos:
(a® —ab+b?)-(c?-cd +d?)=1
>1 1

Logo a’—ab+b?*=1e c?-cd +d?=1

E facil observar que as raizes (a,b) sdo os pares:
(1; 1), (-1;-1), (15 0), (-1; 0), (0; 1), (0; -1),

Logo a=+tte;x(1+w) € ﬁ:l.
a

Logo o conjunto U, pode ser dado por:
‘U ={-1+1-0,+0,1+0,-1- o} |

b) Para achar dois valores de tal forma que o produto seja um nimero
primo devemos, primeiramente, zerar a parte imaginaria, ou seja:

(e

Como o enunciado pede apenas dois elementos, podemos tomar, por

. d
exemplo, o caso particular em que: a=—,c= rh Neste caso:

5 ’
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oo S Do 5]

3bd
op = 7
Tomandob=-2ed=2,temos: ap=3ea=-1;c=1.
Logo, uma solugao é:

[(-1-20) e (1+20)]

QUESTAO 08
Seja a equagdo p"+144=q%, onde n e g sdo numeros inteiros
positivos € p € um nimero primo. Determine os possiveis valores de n,
peaq.

Resolucao
Note que p"+144=0> < p"=q°-144 < p" =(q+12)(q-12), onde
a expressao fatorada é uma poténcia do primo p. Desse modo, temos
duas possibilidades iniciais:

1) p é divisor apenas de g — 12.
Nesse caso o segundo fator deve ter modulo unitario, ou seja, temos
que q+12=+1=g=-110oug=-13, ambas opgbes ndo possiveis

pois q>0.
2) p é divisor apenas de q + 12.

Nesse caso o segundo fator deve ter médulo unitario, ou seja, temos
que g-12=41=q9=13ouq=11. Assim:

:»p”:(q+12)(q—12):25:>p":52:>e

=
=p"=(q+12)(q-12)=-23= p" =(-23)' = [n=1/ e [p = 23]

1

3) p édivisor tanto de g + 12 quanto de g — 12.
Nesse caso devem existir expoentes x e y tais que p*=q+12,

p’ =q-12 e x+y =n. Além disso, como p é divisor simultaneo de
gq+12e q-12, ele também é um divisor de (q+12)-(q-12)=24.

Esse numero limita os possiveis valores de p para £2 e £3 (Unicos
divisores primos de 24). Temos, portanto, mais dois casos a analisar:

56[p7]
Nesse caso, temos:

{2 SA12 o o o2 —1)=2°.3

2Y=q-12
Aplicando o Teorema Fundamental da Aritmética:
2y =2° =3 =3
(2 —)=2" 3 = =Y
2*Y -1=3 28y =22 x=5

Assim, encontramos x+y=[n=8| e[q=2°-12=20|

Ainda ¢ preciso analisar a seguinte situagdo 24 =(-8)-(-3):
2 = (-2)°
2 -1=-3

Como a primeira equagao nao pode ser resolvida, esse caso pode ser
desconsiderado.

0sep=2]

Observe que como n para o caso anterior (p=2) é par entdo p=-2

também satisfaz a equagdo p"+144=q% se e . Esta

analise dispensa a verificagdo do caso 24=8-3.

22 =242 (2 —1)=(-2)° -(-3) = {

Novamente ainda analisaremos 24 =(-8)-(-3) . Assim:
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(-2) ~(-2) =24= (2] (- ~1]=(-2(-3)
N {(—2)y =(2F {y =3 {y -3
(-2)7Y -1=-3 |[(-2y7Y=-2 |[x=4
Encontramos entdo x+y = e .
)56

Fog+12
{3 A+1e o 3043 .37 -1)=3.8

3 =q-12
Aplicando o Teorema Fundamental da Aritmética:
3 =3 -1 =1
3.(37-1)=3.8 = =Y =Y
3 -1=8 3*y =32 Xx=3
Assim, encontramos x+y=[n=4| e|q=3°-12=15|
Também é necessario analisar o caso 24 =(-8)-(-3):
3 -3 =24=3" (3" —1)=(-3)-(-8) = ¥=-3
3 _1=-8

Como a primeira equagao nao pode ser resolvida, esse caso pode ser
desconsiderado.

0o

Novamente, como n para o caso anterior (p=3) é par entdo p=-3

satisfaz a equagdo p"+144=q° se e . Esta analise

dispensa a verificagéo do caso 24 =8-3.

Também analisaremos o caso 24 =(-8)-(-3):
(-3)'=q+12
{(—S)V =q-12
Aplicando o Teorema Fundamental da Aritmética:

(-3 [(-3y ~1]=(-3)-(-8) = {(—3)y -3

(-3 -1=-8
Esse sistema também é impossivel.

= (-8)' = (-3)’ =24 = (-3)'[(-3) -1]=(-3)(-8)

Assim, as solugbes 8 possiveis solugdes sao:
-q=13,n=2ep=415.
-q=1,n=1ep=-23.
-g=20,n=8ep=+2
-g=4n=7ep=-2
-q=15n=4ep=43

Obs.: Nessa questao admitimos que o numero primo p poderia ser
tanto positivo quanto negativo. Vale notar que o enunciado néo exigia
que p fosse positivo, além do fato de que a definigdo de numero primo
depende principalmente do conjunto no qual trabalhamos. De fato, se
o conjunto utilizado for N (naturais), temos que um nimero primo
sempre sera positivo. Entretanto, se o conjunto utilizado for Z
(inteiros), temos tanto numeros primos positivos quanto negativos.
Optamos por utilizar a definigho que abrangia os primos negativos,
uma vez que isso oferece aos candidatos uma resolugdo mais
completa e abrangente. Assim, foi utilizada a definicdo que considera
um numero primo aquele divisivel por apenas quatro inteiros distintos
entre si (+1, por si proprio e pelo seu simétrico).

QUESTAO 09

Determine as condigbes que a, b e ¢ devem satisfazer para que o
sistema admita pelo menos uma solugéao.

O ELITE RESOLVE IME 2010 — MATEMATICA - DISCURSIVAS

Resolucgao
Expandindo as tangentes, obtemos:

tg(x)tg(y) ~ta(x)ta(z) __
1+tg(y)tg(z)
tg(x)tg(y -z)=a
p R
tg(z)tg(x-y)= t9(x)t9(2)-ta(y)ta(z) __
1+tg(x)tg(y)

Vamos fazer uma mudanga de variaveis:
tg(x)tg(y)=u
ta(y)tg(z)=v , com {v =1
tg(x)tg(z) =w w1

u=-1

Nesse caso, reescrevemos o sistema como:

u-w
Ty o
v u—av+w=a
T
=b =>{-u+v-bw=>b
1+w
—CU-V+W=cC
w-ov
1+u

O determinante da matriz dos coeficientes desse sistema linear, nas
incognitas u, ve w, é:

1 -a -1
D=|-1 1 -bj=—(abc+a+b+c)
- -1 1

Considerando D =0, podemos calcular u, v e w, pela regra de
Cramer:
a -a -1
ule_lp 1 _plo_@tbrcrabe 0,
D c 1 1 —(a+b+c+abc)

Observe que isso viola claramente a condi¢do de existéncia imposta
na troca de variaveis, o que nos leva a descartar essa possibilidade.

Logo, sendo inviavel o caso em que D = 0, ficamos com o caso:
D=0=|abc+a+b+c=0

Antes de comegarmos a desenvolver o sistema, notemos que se
tivermos uma solugdo em u, v e w, tal que u-v-w >0, também
teremos uma solugao em X, y, z, pois:

tg(x)tg(y)=u o
9)ta(y)tgt @) —vow S D70

—

(<tg(y)tg(z)=v =
() | tg(x)tg(z) =w

Logo, teremos um ze R se e somente se u-v-w >0.
Analogamente, obtemos x e y em fungéo de u, v e w.

(M tg(x)tg(y) =u (II).(III){

Escalonando o sistema, obtemos:

() f[u—av-w=a gpnflu-av-w=a

()d-u+v-bw=b = l0+(1-ay-(1+bw=b+a

(my|-cu-v+w=c —CU-V+WwW=C

(e [U—aAV -W =2a

= Jo+(-ay-(1+bw=b+a
O-(ac+1v+(1-cw=c+ac

Agora, dividimos em dois casos: a=1e a=1.
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PRE-VESTIBULAR
O ELITE RESOLVE IME 2010 — MATEMATICA - DISCURSIVAS
Caso 1: a=1 Resolucgao
Na. equacéo (Il) teremos que —(1+b)w =1+b . Tendo que dividir em Note que a, = 1.1 a, - V3 —cos™
dois casos novamente: 2 22 2 6

Caso1.1: a=1e b=-1
Nesse caso temos que w =-1. Absurdo, pois temos da condigdo de
existéncia que w = -1.

Caso1.2: a=1e b=-1

Como temos que a+b+c+abc =0, teremos que qualquer c satisfaz.
Substituindo no sistema inicial:

1) fu-v-w=1

—v-w=1
an —u+v+w:—1:>{2j1 \::)uWZv ie
— — =1+
(Hmy|-cu-v+w-=c

Se c=1=>v =-1, que ndo convém pela condigdo de existéncia.
Se ¢ =-1=>w =-1, que nao convém pela condigao de existéncia.

Para c = £1, temos:
v _(1=clu-(1+c)

2
_(c+Nu—(c+1)
2
u<0
Para c <-1, faga u suficientemente negativo, temos que {v <0 .
w >0
u>0
Para —1<c <1, faga u suficientemente positivo, temos que <v >0 .
w >0
u<o0
Para c >1, faga u suficientemente negativo, temos que <v >0 .
w<0

Caso 2: a#1. A principio, nesse caso, o sistema linear nas variaveis
u, v e w é possivel e indeterminado, como se observa através do
escalonamento. Entretanto, pela simetria do problema nos parametros
a, b e c, podemos verificar que quando entre elas existe uma que
assume o valor 1 e outra assume o valor -1, e a terceira assumindo 1
ou -1 (andlogo ao que foi discutido no caso 1 acima), a equagao
apresentara alguma das trés incognitas (u, v ou w) com valor -1,
violando a condi¢ao de existéncia.

Assim, a condigao necessaria e suficiente para que o sistema original,
nas incognitas x, y e z, tenha pelo menos uma solugéo, isto €, néo
seja impossivel, é:

abc+a+b+c=0
(a,b,c) = (-1,1,1)
(a,b,c)=(1,-11)
(a,b,c) = (1,1,-1)
(a,b,c) = (-1,-11)
(a,b,c) = (-1,1,-1)
(a,b,c) = (1,-1,-1)
QUESTAO 10
Considere a seqliéncia: a, = 1+11 ,a,= 1+1 1+11 ,
2 22 2 2\2 22

T 1M1 11 11
a3= —t ==t ==t ==,
2 2\2 2\V2 22

Determine o produto dos 20 primeiros termos desta sequéncia.

Ainda, observe que um elemento genérico da sequéncia respeita a
seguinte relagao:

_ 1+ A1
“ 2
Como 2cos?0-1=cos20 temos, realizando a substituigio a, = cos6,

a =2a’-1=a,,

e a,_,=cos6,_, (observe que ax< 1), vem:
2co0s’ 6, —1=cos0, , = c0s20, =cosH, , =6, = %

Assim, considerando a, =cos6, , o produto dos 20 primeiros termos
dessa sequéncia é dado por:
20 20 e
[Ta. =] ]cos6, com 6, = et
k=1 k=1

e ek:7

ola

Como 6, é um termo genérico da PG de valor inicial 0, =g e razéo
1 . n 1
2 podemos dizer que 6, ZE.F e assim

20 20 T 1 j

a, =|[[cos| =-

1o~ [Teos( £ 5
Explicitando esse produtorio:
ﬁa = COS— . COS— - COS — - COS— -+ COS —— - COS——
=i 6-2'° 6-2' 6-2" 6-2'° 6-2' 6-2°

Multiplicando e dividindo por senL19 temos
6-2

sen T Ccos L CcOos i COSs T COSs i COSs T
2 . . . . i
a = 6-2" 6-2"° 6-2"® 6-2" 6-2" 6
K
k=1 LU
sen

De onde surge a seguinte recorréncia, pela formula do arco duplo

sen2o
seno.-coso = :
3 cen"
219 6420
sen®_
22 6217
1 sen—"
27 6.2
sen— .COS— - _.COS— - -COS— - COS— cos >
20 : ° ° ° ~
Ha _ 6-2" 6-2" 6-2" 6-2" 6-2" 6
k
k=1 i
sen6 19
Logo:
L sen”.cos” sen”
2 . = - -
026 % 1 Ny | B
i n 20 n 2 n
sen——= sen——z |27 -sen—
6-2 6-2 3-2




