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O ELITE RESOLVE IME 2008 — TESTES MATEMATICA
MATEMATICA Assim, a area de cada tridngulo é dada por S, :ng :%.?:g.
QU ESTAO 1 Como o octaedro possui 8 faces triangulares idénticas, segue que sua
De quantas maneiras n bolas idénticas podem ser distribuidas em trés area lateral é dada por S -8S = S.E =3,
cestos de cores verde, amarelo e azul? octaedro . 8

n+2 n n!
JE 3] T
d) (n-3)! e) 3"
Resolucao Sem Resposta

Como as bolas s&o idénticas, o total de maneiras de distribuir n bolas
idénticas nos trés cestos distintos € igual ao total de solugbes inteiras
ndo-negativas da equagao x+y+z=n, com x o total de bolas no cesto
verde, y o total de bolas no cesto amarelo e z o total de bolas no cesto
azul.

O total de solugdes dessa equagdo €& dado pelo numero de
permutagdes dos simbolos 111...1++, ou seja, € uma permutacédo

nvezes
com repeti¢des (dois simbolos + e n simbolos 1). Assim:

! 2
Total de permutagdes = P™2 = (n+2)t [n - J

m2T )21 2

Desse modo, o total de modos de se distribuir as n bolas nos trés

i (n + 2)
cestos é .
2

Comentario: Provavelmente a banca se equivocou na alternativa (a)
onde ficou caracterizada uma fragdo, quando na verdade deveria ser
um numero binomial.

QUESTAO 2

Um plano corta um cubo com aresta de comprimento 1 passando pelo
ponto médio de trés arestas concorrentes no vértice A e formando
uma piramide, conforme as figura a seguir. Este processo é repetido
para todos os vértices. As piramides obtidas sdo agrupadas formando
um octaedro cuja area da superficie externa é igual a:

a) g b) V3 c)1
d) 2 e)2+/2
Resolucao Alternativa B

—

Como podemos verificar no esquema, as faces do octaedro regular

2 2
formado so triangulos equilateros de lado L = (%) +(%) = g .
A area de um triangulo equilatero de lado L é dada por
S, = Lzﬁ
4

QUESTAO 3
Na figura seguinte ABCD é um quadrado de lado 1 e BCE é um

trigangulo eqilatero. O valor de tan [%} € igual a:

A / B
o E
D C
a)1-\/§ b)2-\/6 c)1-\/3
2 2 3
d)1- 2 e)1- 3
5 5
Resolucao Alternativa C
Da figura a seguir, temos:
A B
R
P E
Q
D C

O triangulo BCE é semelhante ao triangulo RQE (caso AAA), de modo
que o tridngulo RQE também é equilatero.

A tangente de % é a tangente do angulo ABR. Assim:

tg| < |= AR _AR_ iR
2) AB 1
Como AB =1, segue que AR+RQ+QD = AB =1.
Pela figura, que a altura do triangulo equilatero RQE é dada por 1 — h,

onde h é a altura do triangulo BCE. Como h = g a altura de RQE é
4 V3 _2-8
2 2

+RQ=1.
A partir da altura de RQE, temos:

1-h:RQ§:¥:RQ:2€’3

2\53_3:AR:1—§: tg(%) e

. Por simetria, temos que AR = QD, de modo que 2AR

Assim, 2AR =1-

3

QUESTAO 4
Assinale a opgéo correspondente ao valor da soma das raizes reais da
equacao:
logx logx logx
log6x log3x cosx|=0
1 1 log®x
a)1,0 b) n
d) 11,0 e) 11,1

c) 10,0
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Resolucao Alternativa E
Como a primeira linha do determinante estd multiplicada por log x,
temos:

logx logx logx 1 1 1
log6x log3x cosx|=logx.[log6x log3x cosx|=0 (1)
1 1 log®x 1 1 log®x

Aplicando o teorema de Jacobi, temos que o determinante obtido se
subtrairmos a primeira linha da terceira ndo muda de valor, de modo
que
1 1 1 1 1 1
log6x log3x cosx|=|[logbx log3x cosXx
1 1 log®x 0 0 (log®°x)-
Aplicando o teorema de Laplace utilizando a terceira linha do
determinante, temos:
1 1 1
logbx log3x cos X
0 0 (log?x)-1

1 1

= (log® x = 1).(-1)***.
(log"x=1-(=9 logbx log3x

=(log®x —1). = (log® x — 1)(log3x —log6x)

log6x log3x
Substituindo a relagédo anterior em (1), encontramos:

logx logx logx

log6x log3x cosx|=logx.(log?x —1)(log3x —log6x)=0

1 1 log®x

Temos, entao, trés possibilidades:
1)logx=0=x=1
2)logbx =log3x = 6x=3x=>x=0 (note que esse valor ndo é uma

raiz, uma vez que temos obrigatoriamente x > 0 pela restricdo do
dominio da fung&o logaritmo).

3) log?x-1=0=logx=+1=>x=10 oux=10"
Por fim, somando as 3 solugdes encontradas, temos que
S=10+1+10"=10+1+0,1=111.

QUESTAO 5

Assinale a opgao correspondente ao valor da soma das raizes da

equagao: y% + 5y+2yy2 +8=0

O oo
NN O

a
o
NS

D
o
(&)

)
)
)
)
)

Resolucao Alternativa C

Fazendo a transformagéo y"? = x na equag&o do enunciado, temos:

"2,8=0=x>+5x*+2x+8=0

y*2 +5y+2y
Sejam vy,, y, e y, as raizes da equagdo original e x4, X2 € X3 as

raizes da equacdo transformada. Aplicando as relacdes de Girard
nessa equacao, temos:
X1+Xo+tX3=—5
X1Xo+X1X3+XoX3 = 2
X1X2X3 = -8
Utilizando que y"? = x , temos

x1+x2+x3:\/y7+\/Z+\/Z:—
onde y,"* =x,, y,"* =x, e y,"* = x, . Assim:
\/yj+\/y72+\/zz—5:> (\/yj+\/z+\/z)2— —
:y1+y2+y3+2(\/R+\/M+\/E)=25
Como M+M+M:x1xz+x1x3+xzx3:2,temos:
y1+y2+y3+2(\/R+\/E+\/E):y1+y2+y3+2.2:25

=Y, +Y,+y, =21
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QUESTAO 6

Uma série de Fibonacci € uma sequéncia de valores definida da
seguinte maneira:

- Os dois primeiros termos sao iguais a unidade, ou seja, T1=T2=1
- Cada termo, a partir do terceiro, € igual a soma dos dois termos
anteriores, isto &, TN=Tn.2*+Tn-1

Se T15=2584 e T,1=10946, entdo T, € igual a:

a) 12225
b) 13530
c) 17711
d) 20412
e) 22121
Resolugao Alternativa C
Utilizando aregra T, =T, ,+T,_,, temos:
Ty =Ty +Ty
Ty=T+T,
To =Tg + Ty

Calculando entdo Ta.:
Ty =Ty+Ty =Ty +(T19 +T18):T21 +((T15 +T17)+T18):T21 +2T,+ T,
=T, =10946 +2.2584 + T,, =16114+ T,
Logo, temos que T,, >16114

Por outro lado, temos que
T, <T,,=2584=16114+T, <16114+ 2584 = T,, <18698

Logo, 16114 <T,, <18698. A partir das alternativas, temos que o
Unico numero que satisfaz esse intervalo é 17711.

QUESTAO 7

Assinale a opgéo correspondente ao valor de u que faz com que a
equagdo (1+ u)s® +6s? +5s+1=0 possua raizes no eixo imaginario.

Resolucao Alternativa D
Vamos assumir p real por inspecao das alternativas. Por hipotese, se
a equacgao admite raizes no eixo imaginario, temos, pelo Teorema das
Raizes Complexas e pelo Teorema Fundamental da Algebra, que as
raizes séo da forma ai, —ai e B, onde o € P s&o reais e i € a unidade

imaginaria.
Aplicando a relagao de Girard para a soma das raizes, temos:
. 6 6
(a)+(-ai)+p=———=Pp=-"——
T+p T+p

Substituindo a raiz § na equagéo do enunciado:

3 2
(1+w) __8 +6 __8 +5 _8 +1=0
1+ 1+ T+p

& 8 30
(1+p)? (1+p)? 1+p

Logo, temos que ﬂ:1:>u:29.
T+pu

QUESTAO 8

Assinale a opgéo correspondente ao numero de possiveis valores de
o €[0;2n) tais que o lugar geométrico representado pela equagao
3x2 +4y?
a) nenhum valor

b) apenas 1 valor

c) 2 valores

d) 4 valores

e) um numero infinito de valores

—-16y —12x +tga + 27 =0 seja um unico ponto.
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Resolucao Alternativa C
Completando os quadrados dessa equagéao, temos:

3x% +4y? 16y —12x+tga +27 =0=3(x-2)* +4(y -2)* =1-tga
Essa equagéo representa, de maneira geral, uma cénica. Assim, para

que essa conica se degenere em um ponto, temos obrigatoriamente
que

3(x-2)+4(y-2) =0

Assim, para que tenhamos um Unico ponto,

3(x72)2+4(y72)2:17tga:0:>tga:1:>a:%+k7r keZ

. . V4 57
ha apenas duas solugdes: ) e —.

No intervalo [0,27) 2

QUESTAO 9

Sendo o ponto A (8, -2) um vértice de um losango ABCD e 2x+y+1=0
a reta que contém os vértices B e D, assinale a opgao correspondente
ao vértice C.

Resolugao Alternativa D
Considere as seguintes propriedades de um losango:
a) As diagonais s&o perpendiculares;
b) As diagonais cruzam-se no ponto médio;
A partir disso, concluimos que a reta que passa por A e C é
perpendicular a reta que passa por B e D. Assim, se mac é o
coeficiente angular da reta AC e mgp € o coeficiente angular da reta
BD, temos:

1 1

m

Mgy 2
Como a reta AC passa por (8,-2), temos que sua equagéo é dada por:

yf(72)=%(x78)3x72y712:0

AC =

Pela propriedade (b), temos que a solugéo do sistema
x—-2y-12=0
{ 2x+y+1=0
é o ponto médio das diagonais. Logo, o ponto médio é M (2, — 5).
Como este ponto € o ponto médio de A e C:
CXp+t X 8+X

2 =X, =4
2 2
yA+yc _2+yc
5=tade 27 Yoy -8
2 > Ye

Assim, C=(—4, — 8).

QUESTAO 10

Sejam L, D e U matrizes quadradas de ordem n cujos elementos da i-
ésima linha e j-ésima coluna [, d;; e u;j, respectivamente, sdo dados
por:

i? . i+1 . 2i ..
—, paraiz>j —, para i=j ——, parai<j
ij ,d =9 eu =3i+]j

ij )
0,parai # j 0, parai>j

i =
0, parai<j

O valor do determinante de A = LDU ¢ igual a:
a)0

b) 1
c)n
d) n+1
n+1
) —
n

D

O ELITE RESOLVE IME 2008 — TESTES MATEMATICA

Resolucao Alternativa D
Como A =L.D.U, temos, pelo teorema de Binet, que

det(A) = det(L.D.U) = det(L).det(D).det(U) (1)

Observando as regras de construcédo, temos que ;=0 para i<j, d;=0
para i# e u;=0 para i>j, donde segue que a matriz L é triangular
inferior, a matriz D é diagonal e a matriz U é triangular superior. Logo,
as trés matrizes sao triangulares e, portanto, seus determinantes séo
iguais a multiplicagdo dos elementos da diagonal principal.

Lembrando que se um elemento esta na diagonal principal entéo i = j,
temos:

1) matriz L:
i2 n n
IU:IH:Ez1zdetL=1;[I"=1;[(1)=1
2) matriz D:
i+1 u i+l 23 4 n n+
d =d =—=detD= d=|—=—-=—=.——=n+1
o i H”Hi 123 n-1 n
3) matriz U:
uu.:u“=_2—|_=1:detU=Hu"= (1)="1
I+1 i=1 i=1

Substituindo esses valores em (1), temos:
detA=1.(n+1).1=n+1

QUESTAO 11

Assinale a opgao correspondente aos valores de k para os quais o
sistema de equagdes dado por:

{ex +e’'=e*"

X+y=k

admite solugéo real.

a) 0<k<2

b) 0<k<In2

c) k>e?

d) k>In4

e) 0<k<1
Resolucao

Do sistema, temos:

Alternativa D
e“+e’ ="
=>y=k-x
X+y=k
Substituindo y = k — x na primeira equagao:
x y X k—x 3 X ek 3 er _ek.ex +ek
egf+e’=e"+te e e+ =6 — =
e e

Como e* >0, temos que e* —e“e*+e*=0.Fazendo z=e¢*, temos
entdo a equagao

0.

X

ZZ-ez+e“ =0
O sistema deve ter solugéo real, de modo que o discriminante dessa
equacao deve ser nao-negativo. Assim:
A=(-e"Y-41e" =e*-4e">0 = e"(e"-4)>0

As raizes da equagdo z> -e*.z+¢e* =0 sdo dadas entdo por:

4o e+ /e*(e" -4)
2
Por uma simples verificagdo, ambas sédo positivas, de modo que a
Unica restrigdo que temos para o problema é A>0. Como &*>0,

segue que e -4>0=¢e">24=k>In4.

Comentario: de acordo com o gabarito oficial, a resposta € k > In4.
Entretanto, se k = In4, o sistema tem solugdo real, dada por
x=y=In2, de modo que a resposta mais correta seria k>In4.
Porém, se a resposta esperada pela banca sdo os valores de k para
0s quais o sistema admite solugdes reais distintas, temos entdo que k
> |n4.
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QUESTAO 12

A soma dos numeros inteiros positivos de quatro algarismos que
admitem 3, 5 e 7 como fatores primos é:

Resolucao Alternativa D
Observe que se um numero admite 3, 5 e 7 como fatores primos,
entdo esse numero deve ser multiplo de 105 (=3.5.7). Deste modo,
todos os numeros inteiros que admitem 3, 5 e 7 como fatores primos
formam uma PA de razéo 105.

O primeiro numero positivo de quatro algarismos divisivel por 105 é
dado por 10.105 = 1050, enquanto o ultimo numero de quatro
algarismos divisivel por 105 é o nimero 9975 = 95.105. Dessa forma,
queremos encontrar a soma dos termos da PA que tem razao 105, a;
=1050 e a, = 9975.

Notando que n = 95 — 10 + 1 = 86, temos, a partir da formula da soma
dos termos da PA, que a soma dos numeros inteiros de quatro
algarismos que admitem 3, 5 ou 7 como fatores primos é dada por:

(a,+a,)n (1050+9975).86

Soma= > = 2 = Soma =474075

QUESTAO 13

. , 1
Seja x um numero real ou complexo para o qual(x+— =1. O valor
X

de (xe +i6j é:
X

)
)
)
)
)

o0 T
AR ON -

e

Resolucao Alternativa B

1 1N, , 1
Como | x+—|=1= | X+—| =X"+—5+2=1= X"+ =1
X X X X
Elevando a ultima igualdade ao cubo, temos:
1

2 AV _oiae,al 1 2 1
X +7 =X 43X +3F+X—G:x +F+3 X +P

1 1Y 1
:X6+F=(X2+?j —3(x2+?j

- 1 - ~ ~
Substituindo x2+—2:—1 na ultima relagédo, encontramos entdo que
X

X’ +—=2
X
QUESTAO 14
Sejam f(x)= :: ;Zfi , g(x)=e* e h(x)=g(f'(x)). Se os valores da

base e da altura de um tridangulo sé@o definidos por h(0,5) e h(0,75)
respectivamente, a area desse tridngulo ¢ igual a:
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Resolucao Alternativa C
A éarea do tridngulo é dada por:

h(0,5)h(0,75) 9(f"(0.5))9(f"(0.75)) &' ©3 e O

S= > = > = 5 )]

X —X

Seja f(x)=—
e

— - Assim, temos:
e’ -e™
et te
Para determinarmos a inversa de f, trocamos x e y de lugar na ultima
igualdade, de modo que:

y -y 2y
y=f"(x)= x :Ly —eiy = Lzy ll
e'+e e” +1
Escrevendo y como fungdo de x a partir da ultima igualdade,
conseguimos entdo determinar a expressao da fungao inversa:
-1-x _1+x
x-1 1-x

1+ X 1 (1+x 1+X
2y =In[ X |5y =—in| 2| = 1 (x) =In, X
=2y n(1_xj3y 2n(1_xJ: (x)=1In T x

Assim, temos que a inversa de f(x) & a fungéo:

f(x)=In /t—z

x(e” +1)=e” -1=e”(x-1)=-1-x=e” =

Dessa forma:

1+0,5
£7(0,5)=In = =In/3
OF)=in =5 =3
1+0,75
f(0,75)=In " — =InVJ7
( ) 1-0,75 i

Substituindo em (1), temos que a area do tridngulo é dada por:

S_ elnﬁ.elnsﬁ _\/5.\/?_@
2 2 2

QUESTAO 15

Seja a; um dos termos da progressdo geométrica com oito elementos

(21%%} ,e S=log,a, +log,a, +...+l0g, &, .

S
5

Se b=— e f(x)=|x+2b|+|2x - b

, 0 valor de f(1) sera:

-7
7
11
-1
1

Resolucao Alternativa C
Calculando os termos da progressao geométrica, temos:

o0 To
—_——— -

@

a;=2=2"
ay=1=2°
az=1/2=2"
as=1/4= 272
as=1/8= 273
ag=1/16=27*
a;=1/32=2°
ag=1/64=2°

Assim:
S=log,a, +log,a, +...+10g, a, =I0922+I0922°+...+Iogz%
=8=1+0-1-2-3-4-5-6=-20
Dessa forma, b:iso=4 , €, portanto, f(x)=|x+8|+|2x-4|.

Logo, f(1)=9+2=11.




