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MATEMATICA Resolucao
UESTAO 1 o
Q s 1 e {3 logs o +logg B =10 3Iog3on+5|og3[3710 )
Considere as matrizes A= ‘1‘ g eB= [O l] , € seja P uma matriz logg o0 —2logz p=10 %'093 a—2logsp=10 ()
4 4 2 Subtraindo (ll) de (I), temos:

inversivel tal que B = P'AP. Sendo n um ntimero natural, calcule o
determinante da matriz A".

Resolucao

Primeira solugao:
3 1
2 2 2 2

_|4 4 (37 (1) =1

Como A 13 det(A) (4) (4} 5
4 4

Temos que det(A") = (det(A))"

Assim, det(A") = [%)

Segunda solugao:

B=P'AP = detB=(detP").(detA). (detP)
Sabendo que det P = 1/(det P), temos: det A = det B
Como B é uma matriz diagonal:

1 0
B" = 0 1 |, portanto det A" =detB" = zl“
2n
QUESTAO 2

Considere uma sequéncia de tridngulos retangulos cuja lei de
formagao é dada por

_2
ak+1—§ak
4
b1 = —=b
k+1 5 Kk

onde a, e by, para k > 1, sdo os comprimentos dos catetos do k-ésimo
triangulo retangulo. Se R = 30 cm e
by = 42 cm, determine o valor da soma das areas de todos os
triangulos quando k — .

Resolucao
Seja A, a area do k-ésimo triangulo retangulo. Tal area é dada por:

Ay :%. Para encontrarmos a relagdo de recorréncia na
seqliéncia das areas, fazemos:
ga ib
Ak+1:ak+1'bk+1:3 K57k 8 ax by :iAk
2 2 15 2 15

At :%, para todo k inteiro positivo, ou seja, a raz&o entre
k

dois termos consecutivos quaisquer € constante, o que caracteriza a

sequéncia (Aq, Ay, Az,...) como uma progressdo geométrica de razdo

q_i a1'b1_30'42
15 2

|gl<1, podemos calcular o limite da soma dos k primeiros termos

Assim,

e primeiro termo A= =630cm?. Sendo

quando k — +w.

S, =limS, :i:igﬂ%o(:mz
k—>+0 1_q 1-—
15
QUESTAO 3

Considere o sistema de equagbes dado por

3 logz a+logg p=10
logg o —2logz p=10

onde a e § sdo numeros reais positivos. Determine o valor de P = a.

glogsowglogSB:0:>I093a+log3[3=0:>|og3a[3=0:ocB=1

QUESTAO 4

Sejam C e C* dois circulos tangentes exteriores de raios r e r* e
centros O e O*, respectivamente, e seja t uma reta tangente comum a
C e C* nos pontos ndo coincidentes A e A*. Considere o soélido de
revolugéo gerado a partir da rotacdo do segmento AA* em torno do
eixo OO*, e seja S a sua correspondente area lateral. Determine S em
funcdoderer.

Resolucao

r+r*

O ponto M pertence ao eixo radical (E. R.) e a tangente AA*, portanto
MA = MA* = MQ.
Da figura, temos:

AA*2 —PO*2 = (r+r*? —(r—r*? = 4rr* &
& AA* =2V < MQ =A™
Pelo teorema de Pappus-Guldin, temos S = 2n MQ.AA* =
S=2r.2Jr* ¥ =4mur*
QUESTAO 5

Resolva a equagao

loQ(senx+cosx)(1+sen 2x)=2, X |:—_,_:|

Resolucao
. T Y . .
Nosso problema, no universo [_E E} possui as seguintes
condigbes de existéncia:

i) senx+cosx>0
ii) senx+cosx=1
i) 1+sen2x>0

Supondo que tais condigbes séo validas, podemos entdo reescrever
nossa equacgao, utilizando para isso as propriedades dos logaritmos:
10Qsenx+cos x (1+5€n2x) =2 < (senx + cosx)? =1+ sen2x

Expandindo o quadrado do lado esquerdo, temos:

(senx + cos x)2 = sen®x + cos? X + 2.8enx.cos x = 1+ sen2x

E isso nos mostra que independentemente de qual € o valor de x
(pertencente ao universo), a equagao a equagao

(senx + cosx)2 =1+sen2x sempre tem solugao.
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Analisando agora as condigdes de existéncia, temos:
i) senx+cosx >0 = senx > —cosx

Portanto, no intervalo do universo, temos x e }—%;0{

V2 V2 V2

ii) senx+cosx #1=>—senx + —COSX # 73

:>cos£~senx+sen£~cosx¢£:>sen x+L ;tﬁ
4 4 2 4 2

Assim, no intervalo do universo, temos:

T T
X+—#— x#0

= T

n 3n X#—
X+—#—
4 4

i) sen2x+1>0 = sen2x > —1
Assim, no intervalo do universo, temos:

Y Y
2X £ —— = X # ——
2 4

Dessa forma, os valores que satisfazem a equagao sao todos aqueles
do universo, com excegao daqueles que desrespeitam as condigbes
de existéncia (i), (i) e (iii).

Assimtemos S= | -~ 0|U|0, L
4 2

QUESTAO 6
O quadrilatero BRAS, de coordenadas A(1,0), B(-2,0), R(x,y1) e
S(x2,y2) € construido tal que RAS = RBS = 90°. Sabendo que o ponto

R pertence a reta t de equacdo y = x + 1, determine a equacéo
algébrica do lugar geométrico descrito pelo ponto S ao se deslocar R
sobre t.

Resolucao
Como o ponto R pertence a reta y=x+1, temos que ele pode ser
parametrizado como (a; a+1)

y A
y=x+1

o 4

S(x;y)

Através da ilustragédo, percebemos que as retas AR e AS, assim como
as retas BS e BR, sdo perpendiculares, de modo que o produto de
seus coeficientes angulares € igual a -1. Lembrando que o coeficiente

. A
angular de uma reta é dado por m = A_y , temos:
X

MaAR Mas = —1=Mgs.MgRr
(a+1)-0 0-y y-0 a+1-0
a-1 "1-x x-(-2)'a-(-2)
a+1 y y a+1
a-1x-1 x+2 a+2
Temos que a ordenada do ponto R, (a+1) # 0 (de outra maneira, ndo
poderiamos formar o quadrilatero)
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Assim, podemos cancelar esse termo em ambos os membros. Por

uma razao semelhante temos que y # 0. Assim:
(@+2).(x+2)=(a-1).(x-1)
ax+2a+2x+4=ax-x-a+1=>3x=-3a-3
=>x=-a-1=a=-x-1

Substituindo em mpar.mag =-1, temos:

LA A S VRV VRV SV 2 WD
a-1x-1 —x-2 x-1
Portanto, temos que o lugar geométrico é dado pela equagao:
X24x+xy-2=0

OBS.: Lembrando que a equagdo geral de uma cénica é dada por
Ax? +ZBxy+Cy2 +Dx+Ey+F=0, e que o sinal de A=B?-4AC
define qual é a nossa cdnica, temos:

A=(1/2?-410=A>0
Logo, o lugar geométrico do ponto S € uma hipérbole.

QUESTAO 7

Sejam x4 e X, as raizes da equagdo x?

+(M-15)x+m=0.
Sabendo que X; € X, s&o numeros inteiros, determine o conjunto de
valores possiveis para m.

Resolucao

12 SOLUGAO:
Para que a equagdo x> + (m — 15) x + m = 0 tenha solugdes inteiras, A
=(M-152-4m>0 ©m?-34m +25>0 < m<9oum > 25.
Sabendo que x4 e xz sdo inteiros, vamos determinar m:
X+ (M=15)x+m=0< x>+ mx—15x +m = 0 < m(x+1) = 15x — X2
15x—x2 16X —x—x2 16x
_— = m =—X

x+1 x+1 x+1
Da equagéao original, sendo x4 e x, as raizes da equacao, temos
X1X2=m = m € inteiro.
Logo x+1 & divisor de 16 = x+1 ¢ {+1,+2,+4,+8,+16}.
Assim, temos:
xt1= 1=x=0=>m=0
xt1=—=1=>x==2=>m=34
xt1= 2=>x=1=>m=7
Xt1=—-2=>x==-3=>m=27
xt1= 4=>x=3=>m=9
xt1=—4=>x=-5=>m=25
xt1= 8=x=7=>m=7
Xxt1==8=>x=-9=>m=27
x+1= 16 =>x=15=>m=0
x+1=-16 => x=—17=>m =34
Como cada m satisfaz as condigdes m < 9 ou m > 25, temos que me {
0,7,9,25,27,34 }

&S M=

22 SOLUCAO:
Sendo x4 e x; as raizes da equagéao, temos, de Girard:
{x1 +Xp=15-m
< X9+ Xo + XqXo =15
XqiXo =M

Assim, temos:

X1(Xg+1)+X+1=15+1 < (x4+1)(X+1)=16

Portanto, (x1+1) e (xo+1) séo fatores de 16, pois x4 € X sdo inteiros.
Como os divisores de 16 sdo +1, +2, +4, £8, +16, supondo sem perda
de generalidade que x,<X, e sabendo que m = X;.X2, temos a

seguinte tabela que reune todos os valores possiveis para m, a partir
dos fatores (x1+1) e (x2+1):

Xq1+1 Xo+1 X1 X2 m
1 16 0 15 0
2 8 1 7 7
4 4 3 3 9

- 16 -1 - 17 -2 34

-8 -2 -9 -3 27

-4 -4 -5 -5 25

Assim,m € {0, 7,9, 25, 27, 34}
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QUESTAO 8 Se a = b, entdo a primeira igualdade fica:
Considere o conjunto formado por m bolas pretas e n bolas brancas. atb_b+c 2a_atc_,. © oo 2= X, temos:
Determine o numero de seqliéncias simétricas que podem ser c a c a a c
formadas utilizando-se todas as m + n bolas. o = 1 + 1 o % - x — 1 =0 o x = 1 ou
Observagao: uma seqiiéncia é dita simétrica quando possui a mesma %

ordem de cores ao ser percorrida da direita para a esquerda e da
esquerda para a direita.

Resolugao
Para garantir simetria, precisamos ter exatamente o0 mesmo numero
de bolas pretas a esquerda e a direita do centro, 0 mesmo sendo
valido para as bolas brancas. Vamos dividir em dois casos:
i) m+n=pareii)m+n=impar.
Em (i), como m + n é par, temos 2 possibilidades:
a) m e n impares: ndo podemos formar seqiiéncia, pois o numero de
bolas a esquerda e a direita do centro ndo pode ser igual, logo,
resposta zero;

= m
b) m e n pares: como nao temos termo central, temos > bolas pretas

e bolas brancas do mesmo lado; assim, podemos formar as

n

2

sequéncias
m+n)

> |

my(n)
2)\2

Em (ii), como m + n = impar, Temos que necessariamente, ou m ou n

€ impar e podemos construir a seguinte sequéncia:

by by ... b[m+n—1j b[m+n+1) b[m+n+3] -+ bmin

2 2 2

bola central
da sequencia

Para que a seqUéncia seja simétrica, temos que bm:n=b1; bmen-
1=b2;...;b(m+n71 =b( minia e assim sucessivamente.
=) ")

A bola central deve ser necessariamente aquela da cor cuja
quantidade é impar. Assim, para formar as seqliéncias simétricas,

m+n-1

permutando tais bolas; portanto, temos

possibilidades;

basta escolhermos as bolas de 1 a , que pode ser realizada

de:

=)
=)
=)
ZI6)

maneiras, se m é impar

maneiras, se n & impar.

QUESTAO 9
Sejam a, b e ¢ nudmeros reais ndo nulos. Sabendo que
a+b b+c a+c . - a+b
= = , determine o valor numérico de .
c a c
Resolucao

Do enunciado, temos a existéncia:
az0;bx0ec=0.

Além disso, podemos dizer que:

seguinte condicdo de

a+b b+c
¢ a a +ab =bc +c? )
a+b _a+c |ap+b%=ac+c? (ll)
c b

Fazendo (I) — (Il), vem:
a’-b?’=cb-a)
(@a+b)a—-b)=-cla-b)=
a+b
c

=—1oua=h.

X =-12 < a=c=Db ouc=-2a = -2b. Substituindo novamente na
primeira igualdade, temos:

a+b a+a a+b
= =2 ou

c a c

QUESTAO 10
(n+1)

Seja f: N — R uma fungéo tal que Zf(k) =2008 ,onde N e R
k=0 (n+2)

séo, respectivamente, o conjunto dos numeros naturais e o dos

a+a _
—2a

. . . L. 1
numeros reais. Determine o valor numéricode ———.

f(2006)
Resolucao
Expandindo o somatério para n = 2006:
2006
z f(k)=f(0)+f(1)+f(2)+...+f(2005)+ f(2006)
k=0
2006
Z f(k) =[f(0) + f(1) + ...+ F(2005)] + £(2006)
k=0 2005
> (k)
k=0
Assim, podemos reescrever nossa igualdade, isolando f(2006):
2006 2005
£(2006) = Z f(k) —Z f(k)
k=0 k=0
Sabendo que, para n = 2006 e n = 2005 temos
2006 2005
Zf(k):zoosM e > F(k) = 20082999+ 1 temos:
pry (2006 +2) o (2005 +2)
f(2006) = ZOOSE— 2008w
2008 2007
2
£(2006) = 2007 — 2008 - 2006 _ 20077 —2008-2006 _
2007 2007
2 2
~ 20072 - (2007 +1)-(2007 —1) 2007 —(2007 —1) K
- 2007 - 2007 2007
Portanto, =
f(2006)




ELITE

PRE-VESTIBULAR

(19) 3251-1012
www.elitecampinas.com.br

O ELITE RESOLVE IME 2007 — MATEMATICA - DISCURSIVAS

ELITE

PRE E \ﬁE*S“'Fl BIUL AR

C a m P n a s

Resultados Turma ITA/IME/AFA
somente da unidade CAMPINAS

2003:

2004:

2005:

2006:

30 lugar de SP na EsPCEx

10 lugar de SP na EPCAr (3° ano)

120 Jugar de SP na AFA

1 aprovado no IME

100% dos alunos foram aprovados na 12 fase da
Unicamp

80% dos alunos foram aprovados na 22 fase da
Unicamp

4 alunos aprovados na AFA (dos 5 que haviam
prestado)!

70 lugar de SP na AFA

159 |lugar de SP na AFA

1 aprovado no IME

1 aprovado EsPCEx

2 alunos aprovados na AFA

10 lugar da UNESP - Matematica

10 lugar da UFSCar - Matematica

80% dos alunos foram aprovados em Universidades
publicas

4 alunos aprovados e classificados na AFA (além de
2 aprovados e nao classificados), dos 7 que
prestaram!

3 alunos aprovados na EPCAr (dos 6 que prestaram)
40 |ugar de SP na EPCAr (3% ano)

.. em 2006 é s6 o comego... venha ser aprovado
vocé também!




