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v MATEMATICA

1. O numero de gols marcados nos 6 jogos da primeira rodada de um campeonato de futebol foi
53,1,4,0e 2.

Na segunda rodada, serdo realizados mais 5 jogos. Qual deve ser o numero total de gols marcados nessa
rodada para que a média de gols, nas duas rodadas, seja 20% superior a média obtida na primeira
rodada?

SOLUGAO:
Sendo M1 a média de gols na 1 rodada, temos:
M. = 5+3+1+4+0+2
| = =

2,5
6

Seja M a média de gols nas 12 e 22 rodadas. Logo:
M=M{+02My=>M=25+0,225=3,0
S, +S,

Portanto, 11 3 onde Sy é o total de gols na 12 rodada, e S; o total de gols na 2 rodada.
Assim, temos:

1

5:182 -3-5,-18

Logo, devem ser marcados 18 gols na segunda rodada.

2. Trés cidades A, B e C situam-se ao longo de uma estrada reta; B situa-se entre A e C e a distancia de
B a C é igual a dois tergos da distancia de A a B. Um encontro foi marcado por 3 moradores, um de cada
cidade, em um ponto P da estrada, localizado entre as cidades B e C e a distancia de 210 km de A.
Sabendo-se que P esta 20 km mais préximo de C do que de B, determinar a distancia que o morador de B
devera percorrer até o ponto de encontro.

SOLUGAO:
y 2/3y
A A
a e . DY
A B X P x20 C
De acordo com a figura acima, temos:
dag = y dgc = (2/3)y degp = X dpc =x-20 dap = y+X

Como dgc = dgp + dpc, temos entao:
dgc=dgp + dpc = (2/3)y=x+x—20:>y= 3x — 30.
Além disso, dap = dag + dgp, lOgo:
dAP=dAB+dBp3210=y+X=3X—30+X =210=4x-30
= x=60
Portanto, a distancia a ser percorrida é de 60 km.

3. Um triangulo ABC tem lados de comprimentos AB =5, BC = 4 e AC = 2. Sejam M e N os pontos de AB
tais que CM & a bissetriz relativa ao angulo ACB e CN ¢ a altura relativa ao lado AB.
Determinar o comprimento de MN.

SOLUGAO:
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C
2
h 4
B
11
A N M

Pela figura acima, temos que:
h?=22_AN? e h%?=42_(5-AN)?
Utilizando essas 2 igualdades:
22 — AN? = 4% — (5 — AN)?> = AN = 13/10.
Assim, aplicando o Teorema da bissetriz interna no AABC , temos que:
AM MB  13/10 + MN _ 5-13/10 -MN . MN = 11

= = = —
AC MC 2 4 30

4. Considere a equagdo z°> = az + (a — 1)z, onde a é um nimero real e z indica o conjugado do niimero
complexo z.

a) Determinar os valores de a para os quais a equagao tem quatro raizes distintas.

b) Representar, no plano complexo, as raizes dessa equagao quando a = 0.

SOLUGAO:
a) Seja z = x + yi. Assim:
Z2=az+(a—1)z = (x +vyi)® = a(x + yi) + (a = 1)(x — yi)
= (x* = y?) + 2xyi = ax + iay + ax — iay — X + iy
x? —y? =2ax - x

2xy:y:>y:00ux:%

Sey=0:
X? = 20X — X
=>x=0oux=2a-1
Se x =z
1 5 1 » 3 . 3
4y a2:>y 4a:>y_4a
Para que se tenha 4 raizes distintas, devemos ter y real, logo:
3 3
——a>0=a<—
4 4
b) Se a = 0, temos que:
Paray =0:
z1=0+0i=0 2,=(20-1)+0i =-1
Para x = %:

3 1 43,

3 1
Zy=— 4. =—+—i z,=—
4 2 2 4 2 2
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5. O produto de duas das raizes do polindmio p(x) = 2x> — mx? + 4x + 3 é igual a —1. Determinar
a) o valor de m.
b) as raizes de p.

SOLUGAO:
a) Sejam a, b e c as raizes de p(x), com a - b = —1. Assim, pelas relagdes de Girard, temos que:
3 3 3
a-b-c=——=>-c=-—=c=—=
2 2 2

Logo, g € uma raiz de p(x), entao:

3 2
p(gj:O:Z-(EJ —m-(EJ +4-§+3:0:>m:7
2 2 2 2

b) g é raiz de p(x) = 2x* — 7x? + 4x + 3. Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, temos:

32 |2 -7 4 3
2 -4 -2 |0
Assim, as outras duas raizes sdo da equacdo 2x° — 4x + 2 = 0:

4i4\/§:1i\/§

2x° —4x+2=0=>x=

Portanto:

s=131442,1-42
E |

6. A figura abaixo representa duas polias circulares C4 e C;, de raios R1 =4 cm e R, = 1 cm, apoiadas em
uma superficie plana em P4 e Py, respectivamente. Uma correia envolve as polias, sem folga. Sabendo-se

que a distancia entre os pontos P1 e P, é 3+/3 cm, determinar o comprimento da correia.
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Ps3
R
C1
C,
P, P,
! 3\/§ cm '
SOLUGAO:
Ps3
R .
C 4
Al 0O 1 o
B C,
% :
P, P,
! 3\/5 cm '

Sejam O e O, os centros das circunferéncias C¢ e Cy, respectivamente. Temos:
O,B//PP, 0,B =33 OB=4-1=3
Aplicando o Teorema de Pitagoras no AO,BO,:
(0BY +(0,BY =3%+(343)* =(0,0,)) = 0,0, =6
O quadrilatero O4P{P,0, é congruente ao quadrilatero P3010,P4, logo, P3P4 = 343.
Ainda no AO,BO,, temos que:
sena=0,B/0,0, =3/6 =1/2= a=30°= 3 =60°
Desse modo, temos que:

P,0,0, = 60°
Entao:
P3AP= 360° — 60° — 60° = 240°
P,0,0, = 30°+90°=120°=P,0,0,
Entao:

P4BP, = 360° — 120° — 120° = 120°
Assim, o comprimento da correia sera:
C = P3AP1+ PPy + P3AP4 + P4P3
— C = (240°/360°)-21-4 + 3+/3 + (120°/360°)-27-1 + 34/3

—=C=6n+ 63 =C= 6(7r+\/§)cm
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7. Na figura ao lado, os pontos A, B e C séo vértices de um A

triangulo retangulo, sendo B o angulo reto. Sabendo-se c

que A = (0,0),

B pertence a reta x — 2y = 0 e P = (3,4) é o centro da
circunferéncia inscrita no triangulo ABC, determinar as
coordenadas

a) do vértice B.

b) do vértice C.

4 P
N ="
A 3 >
SOLUGAO:
a) A distancia de P a reta AB: x — 2y = 0 é igual ao raio da circunferéncia. Assim, temos que o raio vale:
R_d  _ 3-24
T UPAB T /_1 14 a

Como BC é perpendicular a AB, temos que BC é daforma 2x +y + ¢ =0.
A distancia de P até a reta BC também sera igual ao raio, logo:

_|2.3+4+c|

P.BC /_4 1
Assim, temos que BC: 2x +y—-15=0
(BC: 2x + y — 5 = 0 ndo convém, pois essa reta corta o eixo x no ponto (5/2, 0), o que nao satisfaz a
figura.)
Fazendo entdo a interseccéo das retas AB e BC:

x—-2y=0
2x+y-15=0

d :\/§:|10+c|:5:>c=—5ou c=-15

=>Xx=6ey=3
Logo, B = (6, 3).

b) A reta AC é da forma y = mx, ou seja, mx —y = 0. A distancia de P a reta AC também ¢ igual ao raio da
circunferéncia, logo:
_[3m -4

P,AC 2
m

d ~J5=9m?-24m+16=5m? +5

+1

m=11/2

m=1/2 (ndo convém)
Assim, temos que AC: y = (11/2)x. Fazendo a intersec¢ao de AC com BC:

= 4m2-24m+11:0:>{

11
y=2x =x=2ey=11
2x+y-15=0

Logo, C = (2, 11).
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8. Na figura ao lado, cada uma das quatro circunferéncias
externas tem mesmo raio r e cada uma delas € tangente a
outras duas e a circunferéncia interna C. Se o raio de C é
igual a 2, determinar

a) o valorder.

b) a area da regido hachurada.

SOLUGAO:

a) Unindo os centros das 4 circunferéncias da figura, obtemos um quadrado de lado 2r, e diagonal 2r + 4.
Como a diagonal de um quadrado de lado 2r vale 2r+/2, temos que:
2r\2 =2r+ 4
= r(+v2-1)=2
—Sr=2(+J2 +1)

b) A area da regiao hachurada sera igual a area do quadrado de lado 2r, retirando as areas dos 4 setores
circulares de raio r e angulo = 90° e do circulo de raio 2. Assim, temos que a area pedida sera:

A=(2rf -4. 90°

= g 2?
360°

Como r = 2(\/5 + 1), temos entdo que:

A= 8(6+ 442 - 27 —/27)
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9. Seja m=0 um numero real e sejam f e g funcdes reais definidas por f(x) = x*> — 2|x| + 1 e g(x) = mx + 2m.

a) Esbocgar, no plano cartesiano representado ao lado, os graficos de f e de g quando m =% em=1.

b) Determinar as raizes de f(x)=g(x) quando m = %

c) Determinar, em fungdo de m, o numero de raizes da equacéo f(x)=g(x).

SOLUGAO:

a) quando m = % temos que g(x) = L

% + > e quando m = 1, g(x) = x + 2. Nessas condi¢des, os graficos

das funcdes f(x) e g(x) sdo:

10

8,

09
— - -g(x) (m=1/4)
- - - 1g() (m=1)

O T T T T et Pl [T T 7 T T T T T 17T T T T T T 1T 1T T T T 1T 17T
— = i

4 370 2 A 0 1 2 3 4
-2 ,,"

b) Se f(x) = g(x), para m = % temos que: x> — 2|x| + 1 = x/2 + 1;

Se x >0:
X*—2x+1=x2+1=>x*-5x/2=0=x=0o0ux=5/2
Se x<0:
X+2x+1=x2+1=x°+3x/2=0=x=00u x =-3/2
Logo:
S ={0, 5/2, -3/2}
c) Para x<0:

m-2++/m? +4m

2

fx)=g(x) = x*+x(2-m)+1-2m=0=x =
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Nenhuma raiz real: m>+4m<0=-4<m<0
Umaraizreal: m>+4m=0=>m=—4oum=0

m2+4m>0e m-2++m? +4m >0:>%<m

, . 1
Duas raizes reais: m?>+4m>0e m-2++/m? +4m SO:>O<m£§ em<-4

Para 0<x:

m+2++m? +12m

f(x)=g(x) = x> = x(M+2)+1-2m=0 = x =

2
Nenhuma raiz real: Pelo grafico = m <0
[ a2
Uma raizreal: m*>+ 12m=0e m+24 ;n +12m >0=>m=0
m?+12m>0e m+2-Vm?+12m <0 = % <m
Duas raizes reais: m?>+4m>0e m+2-Vm? +12m >0 =>0<m < %
Efetuando a soma das raizes nos intervalos:
1
m -12 -4 0 -
2
x <0 2 2 2 1 0 1 2 2 1
x>0 0 0 0|0 0 1 2 1 1
Soma | 2 2 2 1 0 2 4 3 2
Logo:
Nenhumaraizz. 4 <m<0
Uma raizz.m=-4
Duas raizes: m <—4 oum =0 ou % <m
Trés raizes: m = %
Quatro raizes: 0 <m < %
10. No sdlido S representado na figura ao lado, a base E
ABCD é um reténgulo de lados AB = 21 e AD = J; as faces
ABEF e DCEF séao trapézios; as faces ADF e BCE séo E
tridangulos equilateros e o segmento EF tem comprimento A.
Determinar, em funcéo de A, o volume de S.
B
D
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SOLUCAO:

A
Dividimos o solido S em outros 3 sodlidos. As piramides FDAGH e EIJCB (congruentes), e o prisma
triangular FHGEIJ.
E

2
Assim, a piramide FDAGH tem altura gﬂ e aresta da base % logo, seu volume sera:

1242, A2
32 2 12
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- , . A2

O volume da piramide EIJCB também sera T

Ja o prisma triangular FH(FBEIJ tem altura EF=1 e a base sera o AFHG:

A 21 22
AAFG 2 2 4
2 3
:>\/Prisma:&\/§ﬂ“=ﬂ’\/E
4 4
B2 32 5122
= S=2 + =S =
12 4 12

100% de aprovacao na

primeira fase da Unicamp 2004
(turma Exatas: Engenharia e Medicina)!
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